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Ce Cours comprend tout ce qui est exigé des candidats à l'Lcole 
Polytechnique ou à l'École Normale relativement à la Géométrie 
analytique; il contient davantage. Les élèves qui se préparent à 
subir les épreuves d'un concours difficile sont obligés d'apprendre 
plus que le programme, en vertu de cet adage : Qui peut le plus, 
peut le moins. Aussi ne me suis-je pas limité aux seules théories qui 
figurent explicitement dans les programmes officiels. Ni les coor- 
données trilinéaires, ni les coordonnées tangentielles n'y sont men- 
tionnées; leur connaissance est pourtant précieuse : c'est pourquoi 
je leur ai fait une place importante. Néanmoins, j'ai réservé la 
prédominance aux coordonnées cartésiennes, qui constituent l'in- 
strument fondamental. 

L'emploi des coordonnées tangentielles exige quelque expérience, 
on ne peut le nier. On ne doit donc, à mon avis, les introduire dans 
l'enseignement qu'avec beaucoup de prudence et de ménagement. 
J'ai cru possible et avantageux d'exposer la théorie des coordonnées 
homogènes et des coordonnées trilinéaires aussitôt après la ligne 
droite; mais c'est surtout la transformation par polaires réciproques 
qui permet de comprendre l'usage des coordonnées tangentielles, en 
éclairant d'un jour plus vif les raisonnements directs qui semblent 
parfois quelque peu détournés. Pour cette raison, j'ai placé les prin- 
cipales applications des coordonnées tangentielles après les polaires 
réciproques. 

Â la suite de chaque Chapitre, j'ai indiqué quelques exercices, 
dont j'aurais pu facilement étendre le nombre en faisant des em- 
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prunts aux journaux ou aux recueils de problèmes. J'ai préféré n'in- 
diquer que des applications immédiates ou des compléments utiles. 

Le premier Volume contient la ligne droite, le cercle et une partie 
de la théorie des coniques ainsi que la théorie des tangentes. Le 
deuxième renfermera les théories générales relatives aux courbes 
planes et des compléments concernant les coniques. Un troisième 
Volume sera consacré à la Géométrie dite à trois dimensions. 

J'ai toujours donné la préférence aux méthodes symétriques; 
pour passer de la Géométrie plane à la Géométrie dans l'espace, il 
suffira souvent de reprendre exactement des calculs déjà faits, en 
introduisant une variable de plus. 

L'ordre que j'ai suivi a été déterminé par le choix des matières 
qu'il m'a paru utile de grouper pour constituer mon enseignement; 
cet ordre n'est pas indispensable, et il sera très facile de le modifier. 
Les élèves de seconde année pourront, par exemple, étudier les 
théories générales relatives aux courbes planes aussitôt après la 
théorie des tangentes et terminer par les coniques. J'ai pensé qu'il y 
aurait plus de profit pour les élèves de première année à commencer 
par les théories les plus faciles. 

J'ai adopté , suivant en cela un usage de plus en plus répandu , 
deux sortes de caractères pour le texte, les plus petits étant réser- 
vés aux questions les plus difficiles et ne faisant pas partie des pro- 
grammes, et parfois aussi à de simples applications. 

Le dernier Volume renfermera une Note importante relative à la 
transformation des figures, que M. E. Borel a bien voulu rédiger. 

En terminant, qu'il me soit permis d'ofirir à MM. Gauthier- Villars 
mes bien sincères remercîments pour les soins qu'ils ont apportés à 
l'impression de cet Ouvrage. 

Paris, 8 juillet 1894. 

B. NiEWENGLOWSKI. 
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CHAPITRE L 

PRÉLIMINAIRES. 



Remarques sur l'homogénéité des formules de la Géométrie. 

1. Les propriélés métriques des figures se traduisent par des rela- 
tions entre des longueurs. Deux cas peuvent se présenter : i" l'unité 
de longueur est indéterminée, 2° Tune des lignes de la figure étudiée 
a été prise pour unité. 

2. Théorème. — Toute relation homogène entre les mesures des 
longueurs des lignes d^une figure est indépendante de C unité 
de longueur. 

Soit 

/(a, 6, c, .. ., /) = o 

une équation dont le premier membre est une fonction homogène et 
de degré m des lettres a, 6, - . . , /. Nous supposons que ces lettres 
désignent respectivement les mesures des longueurs A, B, . . . , L au 
moyen d'une unité U. Prenons une nouvelle unité U' et suppo- 
sons U = U'x /; les nouvelles mesures des longueurs considérées 

seront 

a'=ax/, b'=bxt, ..., l'=zlxe. 

La fonction /{a, b, ...,/) étant homogène et de degré m, on a, 
en vertu même de la définition d'une fonction homogène, 

/(a, 6', ..., r)=/{ta, tb, .,., tl)=t"^f{a, 6, ..., /), 
N. I 
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donc 

ce qui prouve que les nouvelles mesures vérifient la même relation 
que les anciennes. 

3. Réciproquement. — Toute relation indépendante de Vanité 
de longueur est homogène. 

Supposons d'abord la relation donnée algébrique et mise sous la 

forme 

/(a, 6, c, . . ., /) = o, 

le premier membre étant un polynôme rationnel et entier de degré m. 
Si ce polynôme n'était pas homogène, il pourrait être décompose 
en une somme de polynômes homogènes et, par suite, l'équation don- 
née serait de la forme 

9mt 'f wi-ï ? • • • 1 ?i désignant des polynômes homogènes dont les degrés 
sont égaux aux indices correspondants et (fo étant une constante. Par 
hypothèse l'équation (i) est indépendante de l'unité, ce qui revient 
à dire qu'elle ne change pas quand on multiplie toutes les mesures 
par un nombre arbitraire t\ ce qui donne 

«"•Ç/nC^, 6, ...,/)-f-r'«-»<p;„_,(a, 6, ...,/)+... -H ^<pi (a, ^^^ ..., /)-f-<po=o. 

Cette équation algébrique en t devant être vérifiée pour toutes les 
valeurs de f, on en conclut que 

(a) «Pm(ût, b. ..., = 0. 



^ ' i «Pi(«, b, ..., /) = 0, 

?o = o. 

La relation proposée est par hypothèse de degré m ; donc les rela- 
tions (3) sont des identités et, par suite, le polynôme /"(a, 6, ...,/) 
se réduisant à ^^{a, 6, ...,/) est homogène. 

4. Remarque. — Il est incontestable que si l'on donne plusieurs 
relations homogènes entières et de degrés différents 

?//* = o, ?p = o, • • . , ?7 = o, 
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on a le droit d*en déduire 

Mais une pareille équation ne saurait être d^aucune utilité, car 
lorsqu^on ajoute des équations membre à membre c'est pour obtenir 
des réductions de termes semblables ; or des polynômes homogènes 
de degrés différents n'ont pas de termes respectivement semblables. 

5. D'une manière générale, on peut démontrer que toute équation indé- 
pendante de l'unité est équivalente à une équation homogène. 

En effet, soit 

/(a, h, ..., k, l) = o 

une équation entre les mesures des lignes A, B. ...^ K, L; si cette relation 
est indépendante de l'unité U, elle subsistera si Ton prend pour unité l'une 
quelconque des lignes de la figurCi L par exemple. Les autres lignes auront 
alors pour mesures 

puisque L = U x /. L'équation donnée peut donc se mettre sous la forme 

/(a', h\ ..., k\ i) = o, 



c'est-à-dire 



Ja h k \ 



Le premier membre est homogène et de degré o; en le multipliant par une 
puissance quelconque de /, on le mettra sous la forme d'une fonction homo- 
gène de degré arbitraire. 

6. Rétablir l^ homogénéité, quand on a pris pour unité une 
ligne de la figure, — Supposons qu'en prenant pour unité une 
longueur L on ait obtenu l'équation 

(I) f{a\b\ ...,k') = o. 

Cette relation devient homogène et de degré o, si l'on remplace a\ 
6', • . . , A/ respectivement par 

a b k 

V V ■••' V 

a, b, . . ., l élant les mesures clés lignes A, B, . . . , L rapportées à 
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une unité arbitraire, et Ton obtient ainsi 
(a) /(«,|, ...,_) =o. 

Si la relation (i) est algébrique et entière, on réduira tous les 
termes de l'équation (2) au même dénominateur qui sera une puis- 
sance de /, soit /'"; en multipliant le premier membre de l'équa- 
tion (2) par /"*, on obtiendra une équation algébrique, entière et 
homogène de degré m, 

7. Exemple, — En désignant par h\ c' les mesures des côlés de 
l'angle droit d'un triangle rectangle dont l'hypoténuse est prise pour 
unité de longueur, on a 

Donc, en désignant par a, fc, c les mesures des trois côtés rapportés 
à une unité arbitraire, 



ou, en multipliant par a^y 






^>2-f.c2=a«. 



8. Cas où la relation contient des aires, des volumes^ etc. — On 
considère encore des relations dans lesquelles interviennent des 
aires ou des volumes. L'aire s d'une surface peut être remplacée par 
celle du carré équivalent, de même le volume v d'un solide peut être 
remplacé par le volume du cube équivalent. En appelant a et b les 
côtés du carré ou du cube équivalents à la surface ou au solide consi- 
déré, on peut remplacer s par a- et s? par b^ ; d'après cela, si les lettres 
5, ç', ... désignent, dans une formule fournie par un théorème de 
Géométrie, une aire ou un volume, il faudra, pour vérifier l'homo- 
généité, comptera comme étant du second degré et v du troisième. 
Ainsi les formules s=a.b^ v = a.b.c, qui donnent, la première : 
Taire d'un rectangle ayant pour côlés a, b, et la seconde : le volume 
du parallélépipède ayant pour arêtes a,, 6, c, sont homogènes. 

On vérifiera de même que' les formules de la Mécanique sont 
homogènes, pourvu que l'on regarde le temps comme un nombre, 
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une vitesse ou une accélération comme une longueur. Ainsi les for- 
mules ç = gt^ e= - gt' sont homogènes, en regardant v, e, g 
comme étant du premier degré et f du degré zéro. 



9. Utilité de V homogénéité. — Les relations fournies par la 
Géométrie devant être homogènes, si dans le courant d'un calcul on 
arrive à une équation non homogène, on peut être assuré qu'on a 
commis une faute de calcul, à moins toutefois qu'on n'ait choisi pour 
unité une ligne de la figure. Mais, dans ce dernier cas, on peut 
rétablir l'homogénéité. S'il n'en est pas ainsi, il faut recommencer 
les calculs jusqu'à ce que l'on ait découvert les erreurs; on peut 
ainsi exercer sur les calculs un précieux contrôle qu'il ne faut jamais 
négliger. 

Constructions géométriques. 

10. Conditions de possibilité. — Soient a, 6, ..., /des lon- 
gueurs données et x une longueur que l'on se propose de con- 
struire, sachant que 

30 = /(a, b, ...j l) 

l'unité de longueur étant arbitraire. 

Pour que le problème soit possible, il est nécessaire que la fonc- 
tion/soit homogène et du premier degré, car, si l'on change d'unité, 
les mesures des lignes considérées seront toutes multipliées par un 
même nombre t; de sorte que 

tx = f{taf tbj ..., tl), 
ce qui exige que 

f(ta, tbf . . .j tl)=z tf{a, bj . . ., /). 

Cette identité exprime que la fonction^ doit être une fonction homo- 
gène de degré i. 

£n second lieu, si l'on n'admet que les constructions qui peuvent être réa- 
lisées à l'aide de la règle et du compas, il faut encore que la fonction ^ satis- 
fasse à certaines conditions que nous ne ferons qu'indiquer, en renvoyant le 
lecteur au livre remarquable de M. J. Petersen, Méthodes et théories pour 
la résolution des problèmes de constructions géométriques (*). L^auteur 

(») Paris, Gauthier-Villars et fils, traduit par M. O. Chemin. 
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démontre que la condition nécessaire et suffisante pour qu* un problème 
puisse se résoudre avec la règle et le compas, c'est que les quantités cher- 
chées puissent s'exprimer rationnellement au moyen de quantités données 
et de racines carrées (p. 106). 

H. Construction d'expressions rationnelles. — Dans ce qui va 
suivre, a, 6, , , , ^ i, a\ . . . , /' désigneront des longueurs données, 
X sera la ligne à construire. 

I** On a appris, dans le cours de Géométrie élémentaire, à con- 
struire une quatrième ou une troisième proportionnelle, c'est-à-dire 
une ligne x définie par l'une des équations 



ab 




a» 


X = — 


ou 


X = — 


c 




c 



Nous supposons ces constructions connues. 
2® Il en résulte que l'on peut construire la ligne x définie par 
l'équation 



abcd, , ./ 

^" b'c'd'...l'' 



le numérateur contenant une longueur de plus que le dénominateur. 
Si Ton construit la ligne a quatrième proportionnelle à b', a, 6, on 
peut poser 



OLCd, . . / 

X = ■ 

c' d' , , , r 



Le problème est simplifié puisque chacun des deux termes de cette 
seconde fraction contient une longueur de moins que dans la pre- 
mière; de même, en construisant 



il reste à construire 






__ par.../ 



et ainsi de suite; finalement on aura à construire une quatrième pro- 
portionnelle 



II 



3® Si A, B, . . ., L désignent des monômes rationnels de degré m 
et A', B', . . . , L' des monômes rationnels de degré m — i , formés 
avec des lettres a, bj . . . désignant des longueurs, on peut construire 
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la longueur 

• SA 

SA et SA' désignant respectivement des sommes algébriques de 
monômes de la première et de la seconde espèce. 

Soil en effet X une longueur arbitraire, qui peut d'ailleurs être 
Tune des lignes données; on peut poser 

a?= A YT-' 

Chacune des expressions du premier degré telles que \^^i repré- 
sente une longueur dont la construction se ramène à une suite de qua- 
trièmes proportionnelles; on devra donc, pour obtenir S yj;^^ con- 
struire la somme algébrique de plusieurs longueurs connues et il en 
sera de même pour S ^—^i^* On est ainsi ramené à construire 

XuL 
V 

|jL et V étant des longueurs connues. 

4^ Plus généralement, on pourra construire une somme algébrique 
d^expressions rationnelles analogues à la précédente. 

Il résulte de ce qui précède que l'on peut construire toute expres- 
sion rationnelle et homogène du premier degré. 

12. Expressions irrationnelles. — i° On sait construire la 
moyenne géométrique de deux longueurs données 

2^ On en déduit la construction de la longueur x définie par 

Téquation 

abcd, . ./ 

c' d! , . . V 

le nombre des longueurs qui figurent au numérateur surpassant de 
deux unités celui des longueurs qui se trouvent au dénominateur. 
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Il suffit en effet de construire successivement 

__ bcd. . . l 

*~ VdTTTî' 
et 

3« Soit 

"" ~ EX' 

SA désignant une somme de monômes rationnels de degré m et SA' 
une somme de monômes rationnels de degré m — 2. Soit "k une lon- 
gueur arbitraire, on a 

y_A_ 

Ad i'" - ^ 



X 



2=X- 



A' 



On peut construire 

A o ^ 

ce qui donne 

On peut construire la troisième proportionnelle [jl = -?t-> et il reste 
a construire 

X -^ y a;x. 

Mais on peut aussi construire d'abord un triangle rectangle ABC 
tel que les côtés AB, AC de l'angle droit aient pour projections sur 
Fhypoténuse les longueurs a et ^3; on aura ainsi 



. »i 



AB _ g 

d'où l'on déduit 

£ AB 

et l'on est ramené à construire une qualrième proportionnelle. 
4° Construire x définie par V équation 

SA' ~ SB' SL'' 
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chacune des fractions précédentes étant rationnelle, homogène 
et du second degré. 

On construit d'abord les lignes j^, z^ . . ., w telles que 

, SA , 2B , 2L 

^ SA'' SB' 2L' 

A Taide d'une suite de triangles rectangles on obtiendra x^ car 

5° Construire x = y A dz y/B. 

On suppose A et B rationnels, homogènes, et respectivement du 
second et du quatrième degré. 
Ecrivons 



^=v/^±V'j^- 



Si Ton construit d'abord 




on aura 

X = /À db Xa. 



Enfin on peut construire ^ et y tels que ^2 = A, y- = }.a, de sorte que 

a:« = p2 db 7». 

En écrivant 



^=V^«v/"'-S' 



on construit successivement 

a = 

et enfin 



a = - , 3 = /a* zb a» 



= /â^. 



i»0 



* /a» — a^b^ — b^ 
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On a successivement 






en posant 



63 66 û 6» 

a =r a r» p = a 



(V 



a« 



a 



Enfin, en écrivant 



on construit y tel que 



et enfin 



''=\/W~r 






13. Applications. — Descartes fait remarquer, dans sa Géométrie, que la 
multiplication, la division, l'extraction de la racine carrée peuvent se ramener 
à des constructions graphiques. En efTet, soit à effectuer le produit de deux 
nombres a. b. En prenant une longueur pour unité, cherchons une ligne dont 
la mesure x soit égale au produit des deux nombres a, b. Nous écrirons 



T = 



a.b 



II suffira donc de construire une quatrième proportionnelle à la longueur 
prise pour nnité et aux deux longueurs mesurées par les nombres a et b; 
enfin la mesure de la ligne ainsi construite sera précisément égale au produit 
demandé. 

De même si l'on doit calculer a? = -r j <?ïi écrivant— = -.-» i^ suffira de con- 

b i b 

struire une quatrième proportionnelle aux longueurs mesurées par 6, a, i. 

Pareillement si a? = ^a, en écrivant x = /a x i, on est ramené à construire 
une moyenne géométrique. 

Supposons d'abord a > i ; nous prendrons (fig* i) une ligne AG pour unité 

et nous construirons la ligne ÂB mesurée par le 
nombre donné a, puis nous décrirons sur AB 
comme diamètre une demi-circonférence et nous 
élèverons CD perpendiculaire à AB. La longueur AD 
représentera la racine carrée de a. En prenant 
AE = AD et décrivant sur AE comme diamètre une 

demi-circonférence, la mesure de AF sera /â, et 
ainsi de suite. 
Si a<i, en supposant {fig, i) que AG soit la ligne prise pour unité et 



Fig. I. 
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que AB soit mesurée par a, on décrira une demi-circonférence sur AC comme 

diamètre et on élèvera la perpendiculaire BD; AD représente /a. En pre- 
nant AE = AD et élevant la perpendiculaire EF, 

la mesure de AF sera /a, ..., et ainsi de suite. pi<,. 3. 

Nous ferons encore la remarque suivante; en 
prenant ifig» 3)'AB = a, BC = 6, O étant le mi- 
lieu de AG, OA est la moyenne arithmétique des 
lignes a, b. En menant BD perpendiculaire à AC 

BD = v/â6. 

Enfin, si BE est la perpendiculaire à OD menée 
par B. on a 




ou 



DE.DO = BD z=ab 



^„ a-\-b , 

DE = ab 



ou enfin 



DE = 



'xab 
a-^ b 



Fig. 3. 




La longueur DE est la moyenne harmonique de a et b. Les trois moyennes 
arithmétique, géométrique et harmonique sont respectivement les lon- 
gueurs OD, BD, DE, qui sont ainsi rangées par ordre décroissant; enfin la 
moyenne géométrique de a et 6 est la moyenne géométrique des deux 
autres moyennes. 

14. Quelques exemples de constructions particulières. 



a 



/M-f-l 



X = 



l,m 



a 



On peut construire un angle 9 tel que tang^ •■ 

de sorte que 

ar = a tang'^çp. 

Traçons deux droites rectangulaires {Jlg. 4)» et à 
partir de leur point de rencontre prenons sur Tune 
d'elles OA = a et sur la seconde OB = b. L'angle 
OBA = cp. Si nous menons la perpendiculaire AAj 
à AB, on a OAi= a tang^p; puis, si A^ Aj est perpen- 
diculaire à AAj, OA] = a tang'fp. En traçant A1A3 
perpendiculaire à AiAj, on a 0A3= a tang'cp, .... 



/ 


Fig. 4. 


A3 

— 

B 


S 


aX 





/ 


A 






i 





X = acos^tp. 
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Ayant construit un angle égal à ç i^fig. 5), je porte OA = a sur l'un de 
ses côtés et de A j'abaisse AAi perpendiculaire à l'autre côté, puis Ai Aj per- 
Pj c pcndiculaîre au premier côté, AjAa perpendi- 

culaire sur le second, etc. On a 

OAi = a coso, 
OA* = a cos-'i, 

0\„ = acos'*cp. 




X = 



a 



cos'^cp 

Sur l'un des côtés d'un angle égal à cp (Jlg. 6), prenons OA = a et élevons 
AA| perpendiculaire au premier côté jusqu'à sa rencontre en Ai avec le second ; 
puis menons AiAj perpendiculaire au second côté, etc. On a successivement 



Fig. 6. 




0A,= 



OAî = 



u 



coso 



a 



cos^o 



4" 

On peut écrire 



0A„ = 



X = /a*-+- ù^± 7.ab sinô. 



a 



cos'* «p 



.x' — /a*-+- 6* — 2a6 sinô =1 /a'-h b^ — lab cos ( - ""^lî 

x' =1 v/a* -\- b^-\- x ab sin Ô = I /«'-+- ^' — ^«^ cos( ~ -H 0). 

Pour construire ces lignes, prenons sur l'un des côtés de l'angle 6 {Jig. 7) 

OB = 6 et abaissons de D une perpendiculaire sur 
l'autre côté de cet angle sur laquelle nous pren- 




TT 



droris BG = BD = a. L'angle OBG = 8 et 



7C 



OBD = - -h 0. II. en résulte que a?'= OC, x" = OD. 



5*» 



On écrit 



x=,\/a^—b^. 



x=z J/(a* — 6^Ka«-i-^»«). 



On peut construire à l'aide de triangles rectangles les lignes a et p telles 
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que 
et alors 






Soient AB = a, BG = b {fig. 8); on a AG = p. En décrivant une demi- 
circonférence sur, AB comme diamctrc et construisant la corde BD = B(], 
AD sera égal à a. Rabattons AD sur le prolongement de AG en AE et décri- 
vons une demi-circonférence sur GE comme diamètre et 
enfin traçons la droite AF perpendiculaire à GE : a: = AF. Fig. 8. 

6** a: = a //i, n étant un nombre positif. 
En écrivant 

X = \i a ^na-^ 
on construira d'abord a = s/nâS^ en remarquant que 



aï 



— > 
I 



et ensuite 



X = \Ja%. 




IS. Construire les racines dUine équation du second degré. — 
Si l'on désigne par x une ligne inconnue et par a, b des longueurs 
données, une équation du second degré en x est de l'une des quatre 
formes 



(0 
(^) 

(3) 
(4) 



a?' — ax -\- b^ = o, 
x^-¥- ax — ^2 = o, 
x^ -\- ax -\- b' =i o, 
a?' — ax — ^* = o. 



Il suffit de considérer les deux premières équations, puisque les 
deux autres sont leurs transformées en — x. 

Considérons d'abord l'équation (i); si ses racines sont réelles, 
elles sont positives, et si Tune d'elles est x^ l'autre est a — x\ en 

outre 

x{a — a?) = 6*; 

on est ramené à construire deux lignes connaissant leur somme et 
leur moyenne géométrique. 

Les racines de Téquation (a) ont des signes contraires; en dési- 
gnant par x la racine positive, la racine négative est égale à — {a-\-x)] 
nous construirons x et a + x en remarquant que leur différence est 
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égale à a et leur moyenne géométrique à b, car l'équation (2) donne 

Nous sommes ainsi ramené à deux problèmes connus. 

On peut procéder autrement. La formule de résolution de l'équa- 
tion (1) étant 



œ 



-î^vW^'' 



on construira d'abord, à Taide d'un triangle rectangle, 



et Ton a ensuite 



a 

37 = — zn a. 



Pour l'équation (2) 



'—~-vW^'- 



on construit successivement 



?=/©-*'' — f=^P- 



En suivant la première marche, on retrouve aisément les formules 
de résolution. 

On ramène au second degré l'équation bicarrée 

37* dza^x^dz b^ = o. 
En posant^^ = a^, on peut construire^, qui est donné par l'équation 

yt±ajr±-^ =0; 

on en déduit x en construisant une moyenne proportionnelle. 

16. Problème de Pappus, — Nous donnerons encore, pour terminer, un 
exemple de construction élégante due à Pappus. Il s'agit de résoudre le pro- 
blème suivant : 

Mener par un point A pris sur la bissectrice de V angle xOy une 
sécante BG de longueur donnée l. 
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Nous prendrons comme inconnues {fig^ 9) DB = j?, EG =. y tx. nous pose- 
rons AD = AE ^^ a^ a désignant la distance du point A aux côtés de Tanglè 
droit. Les deux triangles semblables AEG , ADB donnent 



(1) xy = a>. 

On a, en outre, 

{%) {x -\- a)* -^ (^ -h a)» = /*. 



Fig- 9- 



En remplaçant^ par — j nous sommes 

X 

conduit à résoudre l'équation 
que Ton peut écrire 

en développant, on trouve 

(X a\* fx a\ /* 
--t-- -f-2(--+-- ^=0 
a xj \a xj a* 

oWy en prenant comme inconnue auxiliaire la longueur u définie par Téquation 




u 
a 



x 
a 



a 

X 



on a enfin 



a'-+- aau — /* 



o. 



En résolvant cette équation, nous obtenons 

a = — a dr /a* -f- /*. 



Pour construire, prenons AF = /, de sorte que EF = /a*-f- /* et par suite, 
si la circonférence de centre E et de rayon EF coupe la parallèle à 0:r menée 

par A en G et G', AG = /a* -h /* — a et AG'= \/a*-+- /*-f- a. Gela posé, 



u^ X -\- 



a' 



Donc, si l'on abaisse BH perpendiculaire sur AG, comme AH =2:, on a 

a* 
HG = — ; il en résulte immédiatement que l'angle ABG est droit. D'après 

X 

cela, on décrit une demi-circonférence sur AG comme diamètre. Si cette 
circonférence coupe Ox en B et Bj, les sécantes BG et BiG| répondent à la 
question. On obtient de même deux autres solutions B^Gs et BjGs. 
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EXERCICES. 

■ 

1. Diviser une droite donnée dans le rapport — : — s" 

'^' sinp 

2. Construire un angle x donné par la formule tangâ? = -^ ,• 

° '^ ° ac — od 

3. Étant donnée la longueur qui représente l'unité linéaire, construirei/- 



^^\/l 



-4. Construire x = ya^ -i- 6* ih /m>^^^7i*. 
5. Construire x = y/a^*-!- b^^. 



I I I 



6. Construire la ligne x définie par l'équation — r = -^ -^ ti ■ 

° *^ ^ x^ a^ b^ 

7. Étant donné Tangle a, construire Tangle x donné par la relation. 



8. Construire 



ire X = 4 / 



^ Cl 

cosx tang— = cosa tang— • 

^2 ° 2 

(GiLRERT.) 

a* -H A* 



a» 4- 62 

9. Construire x = a y 3 — /5. 

2a*6'-f- 2 6*C*-4- 2c'a* — ^* — 6* — r^ 



10. Construire a: = 



ab"^ -i- a* 6 4- 6c* -+- c6* -h ca* -+- ac* -h 'xabc 



11. Résoudre le problème de Pappus en prenant pour inconnue la distance 

du sommet de Tangle droit à la sécante. 

(Gergonne.) 

12. Résoudre le problème de Pappus en prenant pour inconnue la distance 

du milieu de la sécante au sommet de l'angle droit. 

(Newton.) 

13. Résoudre le problème de Pappus pour un angle quelconque, le point 
donné étant toujours sur la bissectrice de cet angle. 

14. Mener par un point pris dans le plan d'un angle une sécante qui déter- 
mine avec les côtés de cet angle un triangle d'aire donnée. 



Segments. 

17. Considérons une droite indéfinie x' x {Jig- lo) sur laquelle 
sont marqués des points A, B, C, . . . . Nous représenterons par AB 
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le segment de droite décrit par un point se mouvant sur la droite x' x 
et allant de A vers B; BA représente ce 

1 • • TVT ^'8* ^*^* 

segment décrit en sens contraire. JNous 

conviendrons de regarder comme posi- . œ^ a b c ^- 

tifs tous les segments décrits dans un 

sens déterminé, choisi arbitrairement; et comme négatifs ceux qui 

sont décrits en sens contraire. 

D'après cela, 

ÂB = — BÂ 
ou 



AB-f-BA = o. 



* 

18. Théorème. — Etant donnés un nombre quelconque de 
points A, B, . . . , L situés en ligne droite, on a 



AB-+-BG-+-...-4-LA = o. 

La relation est vraie, par définition, pour deux points. Considérons 
trois points en ligne droite A, B, C. Si B est entre A et C {fig- lo), 
il est évident que 

ÂB-i-BG=ÂG; 

donc, en tenant compte de Téquation 



AG-hCA = o, 
on a 



AB -h BG -i- GA = o. 
De même, si le point A est entre B etC, on a 



BA + AG -H GB = o, 

et, en changeant les signes de chaque segment, on retrouve la même 
relation que dans le premier cas. Môme raisonnement quand le 
point C est entre A et B. La proposition est donc vraie pour trois 
points. Cela étant, si elle est vraie pour n — i points A, B, . . . , K, 
elle sera encore vraie avec un point de plus, car des relations 



AB-i-BG-H...-HKA =0, 



AKh-KL-+-LA=o, 
on tire 



AB -t- BG + . . . H- KL -f- LA = o. 

N. 
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La relation précédente est donc vraie quel que soit le nombre des 
points. 

19. Corollaire. 



AB + BG -+-. . .-h KL = AL. 

20. Détermination dUin point sur un axe. — Soit x'x une 
droite indéfinie sur laquelle nous marquons un point O. Un point 

se déplaçant sur celte droite et par- 

^, * ' , ^ tant de O peut se diriger dans deux 

^7 î — 5 5r~B ^ sens opposés : de O vers ^ ou de O 

vers x' {fi g' II). 
Pour connaître la position d'un point M de la droite x'x^ il suffit 

de connaître le segment OM en grandeur et sens. Nous regarderons 
comme positifs les segments dirigés dans le sens de O vers x et 
comme négatifs ceux qui sont dirigés de O vers x' et nous nomme- 
rons abscisse du point M la valeur algébrique du segment OM. On 
emploie généralement la lettre x pour désigner une abscisse et l'on 

pose X = OM. Si Ton suppose que x varie de o à + oo, le point M 
décrit la demi-droite positive Ox\ si x varie de o à — oo, le point M 
décrit la demi-droite négative 0.r'; le point O se nomme V origine 
des abscisses. On peut prendre pour origine un point quelconque 
de la droite donnée. 

21 . Calcul d'un segment, connaissant les abscisses de ses deux 

extrémités. — Soient A et B deux points quelconques situés 

sur x^x {fig- II) et dont les abscisses sont respectivement Xt, X2- 

On a 

■ ABH-BO-hOA=o 
ou 



AB=:OB — OA. 
Donc 



AB — j-j — Ti. 

Le point A se nomme Vorigine et le point B l'extrémité du 

segment AB ; donc : un segment a pour mesure l'abscisse de son 
extrémité moins l'abscisse de son origine ou encore : l'abscisse 
finale moins l'abscisse initiale. 
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22. Théoréue. — Étant donnés quatre points A, B, C, D en ligne droite, 



on a 



AG X BD = AB X CD -4- AD X BG. 



En eiïet, prenons le point A pour origine des abscisses et soient x^y Xf, x^ 
les abscisses des points B, G, D; l'identité à démontrer revient à celle-ci, qui 
est évidente 



Angles. 

23. Orientation d'un plan, — Considérons un plan et une 
droite A située dans ce plan. On peut faire tourner A autour d'un de 
ses points dans deux sens différents. Nous choisirons l'un de ces 
deux sens que nous nommerons sens direct, le sens contraire étant 
appelé sens inverse. On dit qu'un plan est orienté quand on connaît 
le sens direct relatif à ce plan. Dans ce qui va suivre nous suppose- 
rons toujours le plan orienté. 

Tout angle décrit dans le sens direct sera regardé comme positif 
et tout angle décrit dans le sens inverse comme négatif. 

24. Angte de deux droites. — Considérons deux droites A, A' 
situées dans un même plan. Par un point quelconque A de ^(/ig. 12), 
menons une droite A'' parallèle à A' et faisons 

tourner A autour de A, dans le sens direct, jus- '^' '^* 

qu'à ce que A vienne coïncider avec A"; soit a 
l'angle compris entre 0° et 180" décrit par A 
dans ce mouvement de rotation. Il est clair que 
si A continue à tourner dans le même sens, elle ne 
coïncidera de nouveau avec A" qu'après une nou- 
velle rotation égale à un multiple de tt, de sorte que l'angle total 
décrit par A, dans le sens direct, quand elle sera venue coïncider 
avec A" successivement i, 2, . . . , /: fois, sera égal à a 4- kiz] et ré- 
ciproquement si A décrit, en tournant dans le sens direct autour de 
A, un angle égal à a-f- Ârir, k étant un entier quelconque, la posi- 
tion finale de A sera A''. Faisons maintenant tourner A dans le sens 
inverse d'un angle ayant pour valeur absolue iz — a; on voit, comme 
dans le premier cas, que ce n'est qu'après une rotation ayant une va- 
leur absolue de la forme /car — a, /: étant entier, que A coïncidera 
avec A''; mais la rotation s'effectuant dans le sens inverse est regar- 
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dée comme négative; sa valeur algébrique est donc a — kit] donc 
en résumé, quel que soit le sens de la rotation, A devient parallèle 
à A' après une rotation dont la valeur algébrique est de la forme 
a + â:tc, k étant un entier positif ou négatif. 

On nomme angle de A' avec A et Ton représente par la nota- 
tion (A, A') l'un quelconque des angles, positifs ou négatifs, dont il 
faut faire tourner A autour d'un quelconque de ses points, dans le 
plan donné, pour l'amener à être parallèle à A'. Cet angle n'est défini 
qu'à un multiple près de ir, de sorte que 

(A, A')= a 4- kiz. 

Il est clair que l'on peut remplacer a par tout autre angle qui en 
diffère d'un multiple de tz. 

Enfin, au lieu de faire tourner A elle-même, on peut évidemment 
faire tourner une parallèle à A, soit A|, jusqu'à ce que A| devienne 
parallèle à A'. 

23. Théorème. — Un nombre quelconque de droites A, B, . . . , L 
étant situées dans un plan, on a 

(A, B)H-(B, G)4-...4-(L, A) = A-ir, 
k étant un entier positif ou négatif. 

En effet, faisons tourner dans le sens direct une droite A du plan 
autour d'un de ses points, cette droite étant, dans sa position ini- 
tiale, parallèle à A. Lorsque cette droite sera devenue parallèle à B, 
elle aura décrit un angle égal à (A, B), à un multiple près de tc; la 
rotation continuant dans le même sens, quand A sera devenue paral- 
lèle à C, elle aura décrit, dans cette seconde phase, un angle égal 
à (B, C) à un multiple près de tt et l'angle total décrit depuis sa position 
initiale sera, toujours à un multiple près deir, égal à (A, B)-|-(B, C), 
et ainsi de suite. Quand A aura repris sa position initiale après être 
devenue successivement parallèle aux droites B, C, . . . , L, l'angle 
total décrit par A sera égal à la somme des angles qu'elle aura décrits 
successivement en passant d'une position à la suivante, puisque 
toutes les rotations sont effectuées dans le même sens; la droite A 
aura donc tourné; à un multiple près de tc, d'un angle égal à 

(A, B)4-(B, C)-+-...-H(L, A). 
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Or, la droite A, ayant repris sa position initiale, a décrit un angle 
égal à un multiple de 7t; donc on peut poser 

(A, B)-i-(B, C)-h...H-(L, A) = A'7r, 

k étant un entier, positif ou négatif, d^ailleurs complètement arbi- 
traire. 

26. Corollaire. — Soient A, B, C trois droites situées dans un 
plan ; on a 

donc 

(A, B) = (C, B)-(C, A)-f.A-7r. 

Si l'on nomme a et ^ les angles que deux droites A et B font res- 
pectivement avec une droite x' x et V l'angle (A, B), on a 

et, par suite, tangV est déterminée sans ambiguïté par la formule 

langV = tang(8 — a). 



(A, B)H-(B, C)-h(G, A) = X:ir, 



27. Angle de deux demi-droites, — Soient {fig- i3) AB et A'B' 
deux demi-droites situées dans un même ])lan ; menons par le point A 
une demi-droite AB" parallèle à AB' et de môme 
sens (c'est-à-dire telle que les droites A'B'et AB" 
soient parallèles et que les points B' et B" soient 
situés d'un même côté par rapport à la droite 
AA'). Si, en faisant tourner AB autour de A dans 
un sens quelconque, cette demi-droite vient coïn- 
cider avec AB", ce n'est qu'en décrivant, à partir 
de cette seconde position , un angle égal à un 
multiple de air dans un sens quelconque, que AB 
reprendra la position AB". On en conclut, en rai- 
sonnant comme plus haut (2i) que, si a est l'un 
quelconque des angles positifs ou négatifs dont il faut faire tour- 
ner AB pour lui faire prendre la position AB", on obtiendra le 
même résultat en faisant tourner AB d'un angle égal à a-j-aArir. 
On nomme angle de A'B' avec AB l'un quelconque de ces angles, et 
l'on pose 

(ÂB, Â7B') = a-+-2A7r. 
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On peut remplacer l'une de ces demi-droites par une demi-droile 
parallèle et de même sens. 

28. 5* A, B, . • . , L désignent des demi-droites situées dans 
un même plan, 

(Â, b)-h(b, g)h-...-+-(l, Â) = 2A:ir. 

Même démonstration que pour des droites. 



29. En particulier, soient OA, OB deux demi-droites et a, p les 
angles qu'elles font avec la demi-droile OX; on a 

(ÔÂ, Ôb) = (ÔX, Ôb)-(ÔX, ÔÂ)4-aA:7t, 
donc 

cos(ÔÂ, Ôb)= cos(P — a) = cos(a— ?). 

Théorie des projections sur un axe. 

30. Définitions. — Étant donnés une droite X'X et un plan P 
{fig. i4)? on appelle projection d'un point A sur l'axe X'X le 

point de rencontre a de cet axe et du plan 
*^' '^' Q mené par A parallèlement au plan P. La 

droite Aa est celle des parallèles au plan P 
l \ \ ; , qui rencontre l'axe; on la nomme la pro- 

j^7-\ — \ -^ — ^ yc j^^cLTite du point A. Lorsque le plan P 

\ \ est perpendiculaire à Taxe, la projetante 

\/^ Aa est la perpendiculaire abaissée de A 

sur X'X. On dit alors que la projec- 
tion est orthogonale. 

On nomme projection d'un segment AB le segment a6 qui joint 
les projections a, b des extrémités de AB. On choisit sur X'X le 
sens des segments positifs, soit X'X pour fixer les idées. Nous repré- 
senterons la projection d'un segment AB sur un axe X'X par la 
notation (AB)^ ou AB^. 

Les segments AB et BA ont des projections ab, ba égales et de 
signes contraires. 

On appelle projection d'une ligne brisée A| A2 • • • A» la somme 



PRÉLUIINAIRES. 23 



algébrique des projections des segments consécutifs A| A^, A2 A3, ..,, 
A/|_| A^. 

31 . Théorème. — La projection d'un contour polygonal fermé y 
sur un axe quelconque, est égale à zéro, 

Soît en effet un polygone quelconque, plan ou gauche, A< A2 . . . A/j 5 
désignons par «i, ûta, . . . , a/j les projections des sommets consécu- 
tifs Af, A2, . . ., A/i sur un axe X'X; par déflnition, la projection 
du contour A| A2 . . . A;, A| sur l'axe X'X est égale à la somme 



aj «2 -4- aj «3 -+- . , . + «rt— 1 a« -+- «« «i , 
c'est-à-dire égale à zéro. 

32. Corollaire. — Quand deux contours polygonaux ont 
mêmes extrémités, leurs projections sur un même axe sont égales. 

En effet, considérons deux contours AA| A2 . .. A^ B et ABi B2 . . . B^B 
dont les projections sur X'X sont respectivement * 



aai-haïai-h.. .-h anl> et abi-h bibf-\-.. .-{- bpb. 

Le contour polygonal AA, . . . A,2BB^By,_i . . . B| A étant fermé, sa 
projection sur X'X est nulle : donc 



aai -f- «1 «2 -i- . . . -i- an 6 -h bbp ■+• bp bp^x 4- ... -H 61 a = o. 
Mais cette égalité peut être remplacée par celle-ci 



aOi -4- a\ai-\-, . . -4- a,i 6 =: abi -4- 61 6j -+-... -t- bp-\ bp -4- bp 6, 

ce qui démontre la proposition. 

En particulier, la projection d'une brisée polygonale A4 A2 • . • A^ 
est égale à la projection du segment A| A„ qui joint ses extrémités. 

A^ A;i se nomme la résultante du contour polygonal A| Ao . • • A«. 
On peut donc énoncer encore cette proposition : La projection 
d^un contour polygonal sur un axe est égale à celle de sa résul- 
tante, sur le même axe. 

33. Théorème. — Le rapport de deux segments parallèles est 
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égal au rapport de leurs projections faites parallèlement à un 
même plan P, sur un même axe ou sur deux axes parallèles . 



Soient X'X et Y' Y deux axes parallèles el AB et CIJ deux seg- 
ments parallèles {fig- 1 5). Construi- 
sons la projection ab de AB sur 



Fig. i5. 
B 





« I 

M 



\' 



v 



cù 



X'X et la projection cd de CD sur 
Y'Y. Menons par A et par C des 
~x parallèles à X'X et soient E et F les 
-^ points où ces droites rencontrent 
les plans parallèles au plan P me- 
nés par B et D et enfin traçons BE, 
E6; DF, Frf. Les figures AEaft et CFcrf sont des parallélogrammes 
et en outre BE et DF sont des droites parallèles. On en conclut que 
les triangles ABE, CDF sont semblables, de sorte que 

AB AE 



CD "" CF 



ab 
cd 



De plus, si les segments AB et CD sont de même sens ou de sens 

contraires, leurs projections ab et cd sont évidemment aussi de 
même sens ou de sens contraires, respectivement. 

En particulier, si AB = CD, on aura aussi ab = cd, 
La démonstration subsiste si les projections se font sur un même 
axe et si les segments sont portés sur une même droite. 

34. Corollaire, — Les projections de deux contours polygonaux 
ayant mêmes extrémités, faites sur deux axes parallèles, sont égales. 

35. Mesure de la projection orthogonale dUin segment, 

i" Soit AB un segment qu'il s'agit de projeter sur X'X {/ig» i6). 

Menons par A la parallèle Y'Y à X'X et 
abaissons du point B la perpendiculaire BG 
à cette parallèle. La projection orthogonale 



Fig. i6. 



B 




a 



Y' 



de AB sur X'X est égale à AC. 

Nommons / la lono^ueur absolue de AB et 

soit a l'angle que la demi-droite AB fait avec 
la demi-droite AY, cet angle étant décrit dans le plan BAY, le sens 
positif de rotation étant d'ailleurs quelconque. 
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La définition du cosinus donne 

cosa = y > 

X étant l'abscisse du point C, l'origine étant au point A et la direc- 
tion des X positifs étant celle de la demi-droite AY, c'est-à-dire du 
segment X'X. On a donc 

ÂB^=/cos(ÂB, X^). 

2" Supposons en second lieu que l'on ait à considérer des seg- 
ments parallèles à une même droite Y'Y que 
nous pourrons toujours supposer menée par 
un point O de X'X {fig* 17). Nous pouvons 
remplacer ces segments par des segments de 
mêmes longueurs et de mêmes sens respecti- 
vement et portés sur Y' Y à partir du point O. x^ 

Soit OA l'un de ces segments et soit OB sa 
projection sur X'X. Enfin supposons que le 
sens positif des segments comptés sur Y'Y soit celui de OY et que 

le sens positif des projections soit celui de OX. Désignons par 

l'angle XOY, compris entre o et it. Je dis que, si l'on pose OA =y, 

OB =: ^, on a 




En efiet, soit l la valeur absolue du segment OA et supposons 

d'abord j' >>o. Alors 

X = /cosO, 



puisque OA fait avec OX un angle égal à 6; et, comme y^=l', on 

peut écrire 

X — y co«^0. 



Si, au contraire, on suppose y < o, OA fait avec OX un angle 
égal à 8 H- 7: ely= — /; on a donc 

a: = /cos(6-i-Tr) = ( — y)x( — cos6) = /cos0 : 
donc, dans tous les cas, 

ÔA^= ÔÂcos(ÔX, Ôy). 
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36. Mesure de la projection oblique d'un segment, — Soient A, 
M, B trois points en ligne droite (^^. i8), dont les projections, 
faites parallèlement à un même plan P sur Taxe X'X, sont a, m^ b; 
on a (33) 



am A M 
âb ÂB 



d'où 



AM — 

am = X ao. 

AB 



Supposons que le segment AB soit pris pour unité; on voit que le 

^*^* '^* rapport -== est, en grandeur et signe, la me- 

AB 




sure du segment AM. On peut donc dire 
que la projection d'un segment est égale 
au produit de la projection du segment 
de même direction pris pour unité, mul- 
tipliée par le nombre positif ou négatif qui mesure le segment 
que Von projette. 



37. Définitions. — Etant donnés deux segments OA et OB de 
longueurs absolues a, b et faisant entre eux un angle égal à a, nous 
appellerons produit géométrique de ces deux segments, et nous 

représenterons par la notation a b, le produit aftcosa. 

Cela posé, si l'on considère deux axes X'X, Y' Y passant par O et 

faisant un angle B, de sorte que XO Y = {fig» 19); si l'on prend 

sur X'X un point A ajant pour abscisse x et sur Y'Y un point B 

ayant pour ordonnée y, je dis que, si l'on pose 

OA = a, OB = 6, AOB = a, on a, dans tous 

les cas, 

xy cos 9 = a^ cos a. 




Cela est évident si a; = -i- a, y = -\- b et 
aussi quand a: = — a Q\,y = — 6, car dans ces 
deux cas a = 6. Or, quand x = — a ety = -|-6 
ou quand x=: -^ a etj'= — 6, on aa = 'ir — 6; donc la proposi- 
tion est établie. 
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Nous étendrons encore la définition précédente à deux segments 
quelconques AB, CD et nous représenterons par 
la notation ÂB CD le produit 

ABCDcos(ÂB, Gd). 



A 



On dit alors que AB CD est le produit des deux 
vecteurs AB, CD. 




Lorsqu'un segment A, A;, {fig» ao) est la résultante d'une ligne 
polygonale A| A^ . . . A;,, nous écrirons, pour abréger, 



A| A» = Al Aj-h AjAj -h. . .-*- A;»_tA/j. 

38. Théorème. — Soient a et b deux segments qui sont res- 
pectivement les résultantes des segments «i, a^, ..., «« et 6<, 
62, • • • y bpy de sorte que 

a = ai-h «1-+-. . .-h «n» 6 = ^1 -h ôj 4-. ..-+- 6p, 
on a 

a6= 'Lahbky 

la somme S s'étendant à toutes les valeurs de h depuis i jusqu'à n 
et de k depuis i jusqu'à/?. 

En effet, projetons orlhogonalement sur b le segment a; la projec- 
tion de a est égale à la somme des projections de ses composantes 
a\ , ez2, . . • , ^/i ; on a donc 

acos(a, b) = aiCos\ai, bj-h ajCos(a2, b)-h, . .-^anCOS\an, b) 
ou, en multipliant les deux membres par b, 

abcos\a, 6 } = ai 6 cos (oi^, b J -i- a^b cosyai, ô) -i-. . .-f- a^è cos(an, 6); 
on aura de même, puisque b est la résultante de 6|, 627 • • • ? àp, 

ai bcos\ai, b)=ai 6,cos(ai, bij-hUi ^jCos(ai, 6,) 4-. ..-4- ai bpCOs\ai, bp\ 

a9&cos(as, 6) = a, friCos(aj, ôi)H-aj 6,cos(aj, 6,)-f-...-+-aj 6pC0s(a,, 6;,), 

• > 

anbco%\an^ b) == aabiCos\any bi) -hUabiCosÇam 6,)-+-...-Ha„^pCos(ai„ 6p). 
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En ajoutant membre à membre ces n + i égalités et réduisant, 
on a 

abcos\a, bj=z I,ahbkCOS\a/ij bk) 
ou 

ab — l,a/i.b/^.. 

39. Corollaire. — Si a = 6, en posant dans la formule précé- 
dente a/i= bfii on aura 

aa = Z ah . a^- 



ou 



a'i — Zal'-\-2.ZaHakC0^{ah, a-/,). 



Systèmes de coordonnées. 

Coordonnées rectilignes. 

40. Soient {/ig. 21) x'x^ y y deux droites qui se coupent au 
point O. Par un point M pris dans le plan de ces deux droites, menons 

une parallèle à j^'y qui rencontre x^ x en A, et 
une parallèle à x' x qui rencontre ^^ en B. Le 
point M est déterminé dès que l'on connaît 

les deux segments OA et OB. 

Nous conviendrons une fois pour toutes 
que le sens positif des segments comptés sur 
x^ X sera celui de x' vers x, et sur yy^ de y 
vers y. En outre, si 6 est l'angle xOy^ nous 
supposerons le plan orienté de façon que la demi-droite Ox vienne 
coïncider avec Oy quand on la fait tourner d'un angle égal à 6 dans 
le sens direct; sur la figure précédente, le sens direct est indiqué 
par la flèche. Cela étant, nous appellerons abscisse de M la valeur 

algébrique du segment OA et ordonnée de M celle de OB j nous po- 
serons 

x = 'ÔX, y=ÔB. 

X et y sont les coordonnées de M, dans le système rectiligne Ox, 
Oy. Si a et 6 sont deux nombres positifs ou négatifs, le système 
d'équations x = a^ y = b détermine un point, et un seul, que Ton 
obtient en prenant sur x'x le point A tel que OA = cr, et sur y' y le 
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point B tel que OB = fc, puis menant par A et B des parallèles aux 
axes odxj y y. 

On doit remarquer que AM=y et BM = ^; le contour OAiM 
se nomme le contour des coordonnées de M. Nous représenterons 
un point M ayant pour coordonnées a, b par la notation M(a, 6), 
la première lettre entre parenthèses désignant toujours l'abscisse. 

Quand = 90°, on dit que les coordonnées sont rectangulaires ; 
dans le cas contraire, elles sont obliques. 

On donne aux coordonnées rectilignes le nom de coordonnées 
cartésiennes, du nom de Descartes qui s'en est servi, le premier, 
dans sa Géométrie. 

L'axe x' X se nomme l'axe des x et y' y l'axe des y. 

Pour définir un système d'axes il suffit de donner les demi-axes 
positifs Ox, Oy. 

41. Tous les points situés sur une parallèle à l'axe des y ont évi- 
demment des abscisses égales, et réciproquement tous les points 
dont l'abscisse a une valeur déterminée a sont sur une parallèle à 
l'axe des^. On dit, pour cette raison, que l'équation x = a repré- 
sente une parallèle à l'axe des j^. En particulier, Taxe des y a pour 
équation x = o. 

Pareillement^ = b est l'équation d'une parallèle à l'axe des x, et 
y = o est l'équation de l'axe des x. Remarquons enfin que les 
coordonnées du point O sont x = o, y = o] ce point se nomme 
V origine des coordonnées. 

Coordonnées polaires. 

42. Soit OX {Jig. 22) une demi-droite tracée dans un plan 
orienté. Pour fixer la position d'un point M de ce 
plan, il suffit de donner la distance OM et l'angle 
que la demi- droite OM fait avec OX. Posons 

p = OM, o) = XOM. 

On peut supposer p > o et co compris entre o et 2 7î; 
mais il est préférable de supprimer ces restrictions. 
Considérons la droite indéfinie R'R qui passe par 
les deux points O et M et fixons sur cette droite le sens positif; 
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supposons que ce sens soit celui de la demi-droite OR. Le point M 
sera déterminé si l'on connaît sa position sur l'axe R'R et la posi- 
tion de OR. Soit a l'un quelconque des angles que OR fait avec 

OX, et soit a la valeur algébrique du segment OM compté sur l'axe 
R'R; les coordonnées polaires du point M sont 

(i) p = a, (o = aH-îAric. 

Si, au lieu de OR, on choisit OR' pour demi-axe positif, le point 
qui a pour coordonnées 

(2) p = — a, co = a -hiAr'ir -hir 

coïncide avec M. Ce point a donc deux infinités de coordonnées 
polaires définies par les formules (i) et (2), dans lesquelles k el k' 
sont des entiers arbitraires. 

Le point O se nomme le pôle et OX V axe polaire. 

43. Relations entre les coordonnées rectangulaires et les coor- 
données polaires de même origine, — Soient OX, OY deux axes 
rectangulaires et OXj un axe polaire faisant avec OX un angle 
donné a {Jig. aS) et supposons que le sens dans lequel les angles w 

sont comptés positivement soit le sens direct dé- 
Fig. 23. £jjjj pgjj. jg système OX, OY. Soient p, w les 

coordonnées polaires de M et x^ y ses coordon- 
nées rectangulaires. Le segment OM est compté 
positivement dans la direction qui fait avec OX 
un angle égal à w + a, et avec OY un angle égal à 

— (o) -t- a), à un multiple près de 27r. Donc, en 

projetant sur OX, puis sur OY, le contour OAM et sa résultante 
OM, on a 

a? = p cos(t«)-4-a), ^ = p sin((«) -ha), 

d'où 

art_|_j/.i = p«^ tang(a)-H a)= '^. 



Autres systèmes de coordonnées. 

44. Système bivectorieL — On peut déterminer la position d'un 
pointMendonnantsesdistances w,r à deux points fixes 0,0' (yî^. 24). 




1 
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A chaque syslème de valeurs positives de w, p telles que, a désignant 
la distance 00', on puisse construire un triangle ayant pour cô- 
tés M, t», a, correspondent deux points M, 
M' symétriques par rapport à 00' ; par con- ^'8- 24- 

séquent, ce système de coordonnées ne peut m 

convenir qu'à une figure qui admet la droite 
00' comme axe de symétrie. o 




43. Système biangulaire. — Le point M 
est encore déterminé si l'on se donne les 

angles w, w' que les rayons OM, O'M font respectivement avec deux 
axes polaires ayant pour origines O et O'. On peut prendre, par 
exemple, comme axes polaires les demi-droites OX, O'X dirigées 
de O vers O' {fig» 24). H n'est pas nécessaire d'ailleurs que les an- 
gles (0 et (1)' soient comptés positivement dans le même sens. 

46. Système pôle-directrice. — Étant donnés {Jig* 2 5) un 
point O appelé pôle et une droite AB, appelée directrice ^ un point 
quelconque M est déterminé si l'on connaît 
ses distances au pôle et à la directrice. Il con- 
vient de donner un signe au segment PM. Dé- 
terminons sur la perpendiculaire abaissée de O 

sur AB une demi-droite OX; PM sera regardé 
comme positif s'il est dirigé dans le même 

sens que OX et comme négatif s'il est dirigé 

en sens contraire; posons OM=a, PM=r(;, 

u étant positif. S'il existe un point M tel que u^=a, p = 6, le 
point symétrique M' aura les mêmes coordonnées i^ et «^ que M : ce 
système ne peut donc convenir qu'à une figure ayant OX pour axe 
de symétrie. 





Fig. 25. 
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Relations entre la longueur d'un segment issu de l'origine, les angles 
qu'il fait avec deux axes de coordonnées rectilignes, les coordon- 
nées de son extrémité, etc. 

47. Soient Ox^ Oy deux axes et OM une demi-droite issue de 
l'origine. Cette demi-droite est déterminée en direction et sens, 



Fig. 26. 
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si l'on connaît les coordonnées a, b d'un quelconque de ses points, 

Al par exemple. Ces coordonnées se nom- 
ment coefficients ou paramètres directeurs 
de OM; on dit aussi que le point A est un 
point directeur. Quand on suppose que la 
longueur du segment OA est prise pour 
unité, les coordonnées du point A sont ap- 
pelées les paramètres principaux et le 
point A, point directeur principal. 

Nous appellerons a l'un quelconque des angles de OM avec Ox 

et p l'un quelconque des angles de Oy avec OM. 

48. Relations entre les angles a, p, 0. — La formule 

(0:r, OM)-h(OM, 07)-+-(0^, Ox) = ikTz 

donne a -H ^ = -|- aA'u. 

On peut choisir pour a et P des déterminations telles que a-j- j3 = 0. 

On déduit de là une relation importante. Menons une demi- 
droite OL, et appelons \ l'angle (Ojc, OL). Projetons sur OL le 
contour OBA des coordonnées du point A, et sa résultante OA. On 
obtient ainsi 

(i) a cosX -i- 6 cos(X — 6)=/cos{X — a). 

En donnant à \ successivement les valeurs o, 8, a, on trouve 



(2) 
(3) 
(4) 



a -h à C05 = / cos a, 
acos6 -^ b = /cosp, 
a cos a -4- 6 cos p = /. 



Par hypothèses, 6, /ne sont pas nuls tous les trois, car le point A 
ne coïncide pas avec Torigine; il en résulte que le déterminant des 
coefficients de a, 6, / dans les équations précédentes est nul : 



(5) 



I cosO cos a 
cosO f cosp 
cosa cos^ I 



= 0, 



ou, en développant, 

(6) cos'a ■+• cos' p — 2 cosa cos p cosO = sin*6. 



PRÉLIMINAIRES. . 33 

Lorsque 0= -, celte relation se réduit à cos^ a + 008^^ = i. Mais, 
dans ce cas, cos^ = sina; on retrouve donc une relation connue. 

49. Réciproquement, si deux nombres /?, q et Tangle des axes 9, 
vérifient la relation 

(7) P^'^9^ — 2/?^ cosÔ = sin'6, 

il y a une demi-droite OM telle que . 

cos(Oar, OM)=jo, cos(OM, 0^)= q. 




En effet, prenons sur Ox un point C tel que OC =/> et sur Oy 

un point D tel que OD = q {fig. 27) et menons (iA et DA respec- 
tivement perpendiculaires à Ox et Oy\ 
ces droites se coupent en un point A; je ^'^" ^'* 

dis que la demi-droite OM obtenue en 
joignant le point O au point A satisfait à 
la condition demandée. En effet, si Ton 
nomme a et ^ les angles {Ox^ OM) et 5P | "^^Pfo c ^ 

(OM, Oy)y on a, en remarquant que OC 

est la projection orthogonale de OA sur 

Oj: et OD la projection orthogonale du 

même segment OA sur Oy : p = /cosa, q = /cos^; en portant ces 
valeurs dans Téquation (7) et tenant compte de Péquation (6) on ob- 
tient /^ = I, c'est-à-dire /= i, puisque / désigne une longueur abso- 
lue; donc cosa =/?, cos^ = y, ce qui démontre la proposition. 

50. Définition» — Les cosinus des angles a, p se nomment les 
cosinus directeurs de la demi-droite OM. 

ol. Problème. — Trouver une demi-droite dont les cosinus 
directeurs soient proportionnels à deux nombres donnés a, v. 

Si nous posons cosa = 'ku, cosp = Xç», il s'agit de déterminer X 

de façon que cosa et cos^ vérifient la relation fondamentale; ce qui 

donne 

l*(a'-h p> — 2MPCOs6) = sin'O, 

d'où 

. esin6 / _i_ n 

X= , (e = ±i). 

/m* -h i'* — 2UV cos8 
NiEWENGLOWSKi. — G. an,, I. 3 



34 CHAPITRE I. 

Si l'on pose 

R = 4- /a* -HP* — '2. uv cosô, 

on obtient deux solutions 

usinO o psînO 

cosa = — rr — ) cos|i = — |r — , 

(8) { 

I , — itsinÔ o, — PSÎnO 
f cosa'= , cosp'= g 9 

auxquelles correspondent deux demi-droites opposées, comme on le 
vérifie d'ailleurs au moyen de la construction indiquée au n? 49, 
puisque aux deux systèmes/?, q et — /?, — q correspondent évi- 
demment deux points A et A' symétriques par rapport à l'origine 

Il y a donc toujours une droite et une seule, ou deux demi-droites 
opposées, faisant avec les axes O^, Oy des angles dont les cosinus 
sont proportionnels à deux nombres donnés. 

Quand 8 = - > les formules se simplifient et deviennent 

tu o tç 

cosg = » cosp = 



52. Connaissant a, 6, déterminer a e^ p. 
En posant )v= — [- «>* la formule (i) devient 

— a sina H- b sin(0 — a) = o, 
d'où 

On en tire 

, . b sin 6 

(lo) tanga = 



sina 



a sin(0 — a) 



On a de même 



et 



Lorsque = -> 



a 4- 6cosO 



a __ sinp 
5 ""sin(0 — P) 

o asinô 
taDgP = -T r . 



b 
tanga = — 
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Dans le cas général, la formule (9) peul être transformée de la 

manière suivante 

sina — sin(6 — a) _ b — a 
sina -f- sin(6 — a) "" 6 -+- a 

ce qui donne 

tangua- -j=j-j-^tang.. 

Celte formule permet de calculer a à l'aide des tables de loga- 
rithmes. On déduit encore de la formule (i), pour )v= - 

(11) /siQ9e = 6sinO 
et pour X == — h 0, 

(12) Isln^ = a sinO. 

53. Carré de la distance de V origine à un point dont on con- 
naît les coordonnées, — En multipliant les deux membres des équa- 
tions (2), (3), (4) respectivement par a, 6, / et ajoutant, on obtient 

/« = a*4-6*-t-2a6cosô 
et, SI = - j 

On obtient immédiatement ce résultat en remarquant que 

l = a-^-bj 
d'où 

/î = (a-+-6)'. 

Le polynôme a' -t- 6* + 2 aô cos6 ne s'annule pour aucun système de valeurs 
réelles de a et 6 autres que a = o, 6=0. 

54. Angle de deux demi-droites dont on connaît les paramètres 
directeurs, — Soient OA, OA' deux demi-droites définies par les 
coordonnées (a, b) et (a', b') des deux points directeurs A, A'; en 
posant 

V = (OA, OA'), a=(0:F, OA), a' = (Oa:, OA'), / = OA, /'=0A', 

on sait que 

V = a'— a4-2A:ic 

et que, par suite, 

cosV=:cos(a' — a), sinV = sin(a'— a). 
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Des formules précédentes et de 

/ cosa = a -^ b cos6, / sina = b sin6, 

/'cosa'= a'-{- 6'cos6, /'sîna'= 6'sinO, 
on déduit 

//'cosV= aa' -f- 66' -h (a^'-f- 6a' )cos 6, 

//'sinV = (a6'— 6a')sine, 
c'est-à-dire 

. ... _, aa' H- 66' -t-(a6' -h 6a') cosO 

(i3) cosV = 



(i4) sinV = 



- j 



/a* -4- 6* -4- 2a6 cos6 /a'« 4- 6'» -h 2 a' 6' cos Ô 

( a6' —6a') sine 

/a* -4- 6* -f- 2a6co>5/a'*-h 6'*-t- •2a'6'cosO 

d'où 

, -^ _, (ab' — 6a')sînO 

* ï5) langV = — ; — . .-, — -, — j-f r-TT 7, ' 

' ' ° aa H- 66 -+-( a6 -h 6a ) cos 

Si les axes sont rectangulaires, 

aa' 4- 66' 



(16) cosV = 



/a* -h 6* /a'« H- 6'* 



... ab — ba' 
(17) sinV=--— =^ ■ — , 

y/a^-\-b^ /a'« + 6'« 
y «N "ïT ^6' — 6a' 

Si Ton suppose OÀ = 0A'= i, et si les axes sont rectangulaires, on a 

a = cosa, 6 = sina; a' = cosa', 6'= sina'. 

Le produit des vecteurs OA, OA' se réduit à cosV; donc 

cosV=(â-h6)(?-+-6^); 
mais 

a.a'= cosa cosa', 6.6'= sina sina', a.6'=o, 6.a'=o; 

donc 

cos(a — a') = cosa cosa'-f- sin a sin a'. 

C'est la formule fondamentale de la Trigonométrie. 

r 

S5. Condition d'orthogonalité des droites OA, OA'. — Pour 
que OA et OA' soient orthogonales, il faut et il suffit que cos V = o, 
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ce qui donne la condllion 

(19) aa' -{-bb' -h ( ab' -^ ba' ) cos^ =0, 

et si e = - 

2 
(ao) aa'H-ô6' = o. 

56. Condition pour que les demi-droites OA, OA' soient con- 
fondues ou opposées, — Les deux demi-droites OA et OA' sont 
confondues si cos V = + i et opposées si cos V = — i . Dans les deux 
cassiny=o; donc, quel que soit l'angle des axes, on doit avoir 

(21) ab' — 6a'=o. 

Réciproquement, si cette condition est remplie, cosV=iiii. 
Pour distinguer les deux cas, remarquons d'abord que, en vertu de 
Téquation (21), on peut poser a'='ka, b'=\b^ \ étant arbitraire. 
Il en résulte que 

cosV = 



/Xi 

Le dénominateur est un radical arithmétique ; on doit donc prendre 
^/X^ = X si )w>-o, et y/0v2= — \ si X < o. Dans le premier cas 
cosV = + 1 et, dans le second, cosV = — i . Les deux demi-droites 
seront donc confondues ou opposées suivant que le coefficient de 
proportionnalité \ sera positif ou négatif. 

57. Corollaire. — Pour que le point M ayant pour coordonnées 

x^y se trouve sur la droite passant par l'origine et par le point A, il 

faut et il suffit que 

ay — 6x = o. 

58. Extension des formules précédentes au cas ou les segments 
ont une origine quelconque, — Soient 
a, h et a', V les coordonnées de deux 
points A, A' (^fig> 28), / la longueur du 




segment AA', a l'angle que ce segment 

fait avec Ox et p = — a; en projetant 

sur l'axe OL les contours OBAA' et 

OB' A' qui ont mêmes extrémités, \ désignant l'angle (0:r, OL), 

on a 

acosX -+- b cos(a — 0)+ /cos(X — a)= a'cosX -h 6'cos(a — 0), 
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OU 



(a' — a)co9X +{ô'— 6)cos(X — ô)= /cos(X — a). 



Cette formule se déduit de la formule (i) en changeant a et b 
en a' — a et 6' — b. Il est évident que toutes les conséquences de 
cette formule subsistent, pourvu qu'on fasse, s41 y a lieu, les mêmes 
changements. Ainsi, en particulier, 

l* = (a'— ay-h(b'— b)* -4- 2(a'— a)(6'— 6)cosO. 

De même, pour que le point M ayant pour coordonnées x, y soit sur la 
droite ÂA', il faut et il sufGt que les segments AM et AA' aient même sens ou 
des sens opposés; la condition cherchée est donc 



(a'— a)(^' — ^►) — (ô'— 6)(ar — a) = o 



ou, en simplifiant, 



{b — b')x —(a — ci')y -^- ab'— 6a' =o. 



Coordonnées du point qui divise un segment dans un rapport donné. 

59. Soient (yî^. 29)^:1,^4 et ^Ts^j^a^^s coordonnées des pointsMi» 
Ma et Xyy les coordonnées du point P tel que 



Fig. 39. 



or 



donc 



d'où 



De même, 



PÎVÛ 



= -X 



ou PM,-+-XPM, = o. 




m, p rn^ ac/ 



Soient mi, ma, /7 les projections de M|, Ma, 
P sur x'Xj ces projections étant faites parallè- 
lement à l'axe des y. On a, en grandeur et 
signe, 



pmt 



PM, 



pnii = J7i — a?, p^t = ^j — ^^ 



Tx — X 



-h 



Xf — X 

Xx-^-Xxf 
I-+- X 



X = 



^ = 



_ .ri -h Xrt 
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Pour plus de symétrie on peut poser )^ = ^» de sorte que 



XiPMi-f-X,PM, = o; 
on aura alors 

Ai-i- Âj Al -4- Aj 

En particulier, si P est le milieu de M| M2, on a X = i ou )vi = Xa ; 
donc les coordonnées du milieu de M| M2 sont 

2 *^ a 

Si X varie d'une manière continue de — 00 à -+- 00, le point P décrit la 
droite MiMi tout entière. De — i à o, le point P décrit le segment infîni R'Mt; 
de o à H- X le segment Mi M] et de — 00 à — i le segment M^R. 



Équation d'une courbe plane. — Exemples. 

60. Considérons une courbe plane et deux axes de coordonnées 
tracés dans son plan {fig* 3o). Une parallèle à l'axe des y convena- 
blement choisie rencontre cette courbe en des 

points M, M', • . . que sa définition permet de 
déterminer. Si l'on désigne par x, y les coor- 
données de l'un quelconque de ces points, il y 
a entre ces deux variables une relation dépen- 
dant de la nature de la courbe considérée, 

puisque, x étant donné, on en déduit pour^ ~~ôl p c& 

des valeurs déterminées. Cette relation, que 
nous supposerons équivalente à la définition géométrique de la 
courbe, se nomme l'équation de cette courbe. Ce qui précède s'ap- 
plique d'ailleurs à un système quelconque de coordonnées. Nous 
allons étudier quelques exemples simples. 

61. Equation du cercle, — Si l'on prend pour pôle le centre 
d'un cercle de rayon R, l'équation de ce cercle, en coordonnées 
polaires, est évidemment 

p = R ou aussi p= — R, 
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car les deux points ayant pour coordonnées 



CD = a, 



p = R 



et 



co = a, 



p = -R 



sont symétriques par rapport au pôle. 

SI Ton nomme x^ y les coordonnées rectilignes d'un point quel- 
conque M d'un cercle de rayon R et dont le centre C a pour coor- 
données a, 6, les axes faisant un angle Q, on a 

puisque cette équation exprime que M C = R. On a ainsi obtenu 
V équation du cercle donné. Si les axes sont deux diamètres rectan- 
gulaires du cercle, on doit poser = -, a = 6 ==o et l'équation du 
cercle rapporté à ces deux diamètres est 

62. Équation de l'ellipse rapportée à ses axes de symétrie. — 
L'ellipse est le lieu des points d'un plan dont la somme des distances 

à deux points fixes, situés dans ce plan, 
et appelés foyers, est constante. 

Prenons pour axe des x la droite qui 
passe par les deux foyers F, F' et pour axe 
des^' la perpendiculaire au milieu de FF' 
{/iff^ 3i); il résulte immédiatement de la 
définition de l'ellipse que ces deux droites 
sont des axes de symétrie de cette courbe. 
Soit M un point quelconque de l'ellipse considérée; on a, par défi- 
nition, 





Fig. 3i. 






yi 




y: 




^ 




K 





l^ 


CD 



(0 



MF -H MF' =2 a, 



2a désignant une longueur donnée. Désignons par x, y les coor- 
données de M, par c l'abscisse de F et par — c celle de F'; en rem- 
plaçant MF et MF' par leurs expressions en fonction de x, y et c, 
l'équation (i) devient 



(^) 



v/(a7 — c)*-hj^*-f- /(a-'-H c)*-+-^* = aa. 



Pour rendre cette équation rationnelle, élevons les deux membres 
au carré, après avoir fait passer le premier radical dans le second 
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membre; après simplifications on obtient 



a ^\^x — c)*-f-^- = a- — ex. 
Élevant de nouveau les deux membres au carré et simplifiant 

Le côté FF' devant être plus petit que la somme des deux autres 
côtés du triangle MFF', on doit supposer 2C< aa; nous poserons 
a^ — c*= 6-, ce qui permet d'écrire Téquation trouvée sous la forme 

(3) ^»îa7«-ha«^2=a2 6î, 

ou encore 

En réalité, on peut craindre que cette équation soit trop générale, 
car, en appliquant le calcul précédent à l'une quelconque des équa- 
tions, 

± MF ±MF'= '2a, 

on serait parvenu au même résultat. 

Je disque, si les coordonnées d'un point M vérifient l'équation (3), 
la somme des distances de ce point aux deux points F, F' est égale 
à 2a. En effet, on ne peut supposer que 

— MF — MF'=2a, 

puisque les deux membres ont des signes contraires. Soit pour fixer 
les idées MF^MF'; on ne peut, pour une raison analogue, sup- 
poser que 

MF — MF'=2a. 

Je dis que Ton n'a pas non plus 

MF— MF = 2a, 

car, si le point M est sur l'axe des Xy extérieur au segment FF', on a 

MF'— MF = 2c, 
pour toute autre position 

MF'— MF < 20. 
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Cela est évident si le point M est sur l'axe des Xy entre F et F', et 
quand M n'est pas sur l'axe des x, le côté FF' du triangle MFF' est 
plus grand que la différence des deux autres côtés; or ac < 2a, donc 
dans tous les cas MF' — MF < 2 a. Il ne reste donc plus de possible 
que l'équation (i). Il faut conclure de cette discussion que les équa- 
tions au carré n'ont introduit aucune solution réelle étrangère. 

63. Remarque, — On trouve immédiatement 

MF'» — MF«= 4 car; 
donc, en tenant compte de l'équation (i), 

(4) MF'— MF=— ir. 

a 

En combinant paraddition et soustraction les équations (i) et (4), on 
obtient 

(5) MF'=a-4-— , MF = a— — . 

Les rayons vecteurs MF, MF' sont donc des fonctions linéaires 
de l'abscisse du point IVf . 

En partant de l'une quelconque des équations (5), on obtient très 
simplement l'équation (4)* 

64. Si l'on pose MF = a, MF' = p, l'équation de l'ellipse, en coordonnées 

biçectorielles, est • 

a -+- p = 2a. 

Si l'on nomme oj et<o' les angles MFF' et MF'F, on trouve 



Enfin on a encore 



o) 0)' a — c 
tang — tang — = 



M b 

cos— = 



^ /a.p 



65. Équation de V hyperbole rapportée à ses axes de symétrie, 
— L'hjperbole est le lieu des points d'un plan dont la différence des 
distances à deux points fixes situés dans ce plan et appelés foyers 
est constante. 

Nous prendrons encore pour axe des x la droite passant par les 
deux foyers F, F' et pour axe des y la perpendiculaire élevée au 
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milieu de FF' {^fig^ Sa). Ces droites sont évidemment des axes de 
symétrie. En désignant par 2 a la différence 
constante des rayons vecteurs MF, MF', c et 
— c étant les abscisses des foyers, on obtien- 
dra, en désignant par x eX y les coordonnées 
d'un point M de l'hyperbole, l'équation 

Mais, pour que le triangle MFF' existe, il est 

nécessaire de supposer a<ic\ on est ainsi conduit à poser 




a^ 



ce qui donne 
ou 



c* = — ^»», 



6* 07* — o.'^y^ = «' 6* 






On vérifie comme dans le cas de l'ellipse que les élévations au 
carré n'ont introduit aucune solution réelle étrangère. 

66. En posant MF = u, MF'= p, il faut deux équations pour représenter 
toute la courbe. L'équation 

représente la branche dont tous les points ont une abscisse positive; l'équa- 
tion 

u — p = aa 

représente l'autre branche. 

En posant MFF'= (i>, MF' F = co', on a de même pour chacune de ces deux 
branches les équations 



tang- 



tang 



(i) 



c. -^ a 
c — a 



ou 



(I) 
tang^ 

0)' 

tang— 



c — a 



a 



EnGn, comme pour l'ellipse 



M 

cos— 



^ûv 



67. Equation de la parabole l'apportée à son axe et à la tan- 
gente au sommet. — La parabole est le lieu des points d'un plan 
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situés à égales distances d'un point fixe appelé foyer et d'une droite 
fixe appelée directrice ^ le foyer et la directrice étant dans le plan 
donné. 

Prenons pour axe des x {fig- 33) la perpendiculaire abaissée du 

foyer sur la directrice, l'origine étant à égale 
distance du foyer et de la directrice, et l'axe 
des y étant parallèle à la directrice. Soient x^ y 
les coordonnées d'un point M de la parabole 
considérée; si l'on pose DF=/?, on a 



Fig. 33. 




MF 



=(/(' 



^)'-^'- 



PM =PQ4-QM = ^- -f-ar; 



or, par définition, 



donc 



X 



?-i/M)^' 



ft — 



y^ = ipx. 



Telle est l'équation cherchée. 

Si l'on prend pour coordonnées MF = w, PM = p, l'équation de 
la parabole est u = v, 

68. Les trois courbes : ellipse, hyperbole et parabole sont nom- 
mées sections coniques. On les obtient, en effet, en coupant par un 
plan un cône de révolution. Si Ton considère deux sphères inscrites 
à un cône de révolution, un plan tangent commun à ces deux sphères 
coupe le cône suivant une ellipse ou une hyperbole ayant pour foyers 
les points de contact du plan sécant et des deux sphères. Un plan 
parallèle à un plan tangent au cône le coupe suivant une parabole 
[voir, pour la méthode de Dandelin, le Cours de Géométrie de 
MM. Rouché et de Comberousse (*)]. 

69. Les exemples que nous venons de traiter suffisent pour faire 
comprendre comment on peut déduire l'équation d'une courbe de 
sa définition géométrique. Réciproquement, une équation à deux 
variables /(x, jk) = o, définit en général une courbe. Supposons, 



(*) Paris, Gauthier- Villars. 
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pour fixer les idées, que x et y désignent des coordonnées carté- 
siennes, et supposons, pour plus de simplicité, quey(x, j^) soit un 
poljnome entier. Soit Xo une valeur réelle attribuée à x, l'équa- 
tion /*( a:© » J')=o admet un nombre déterminé de racines; soit y© 
l'une d'elles, que nous supposerons réelle. Au système x©, j^o corres- 
pond un point M. Or, si l'on fait varier Xq d'une manière continue, 
yo varie aussi d'une manière continue, et par suite le point M décrit 
un arc de courbe. 

Chacune des déterminations réelles de y correspondant à une 
valeur donnée à x fournit ainsi un arc de courbe ; l'ensemble de tous 
ces arcs constitue une courbe, représentée par l'équation donnée. 

En résumé, une courbe plane est le lieu géométrique de tous les 
points dont les coordonnées vérifient une équation donnée/(a:, j^) = o. 

Il convient d'ajouter que, si l'on donne deux équations distinctes 
/{x, y) = o^ /<(^) y) = o? ^1 ^y ^ qu'un nombre déterminé de 
points dont les coordonnées vérifient le système de ces deux équa- 
tions, puisque ce système n'a qu'un nombre déterminé de solutions. 

On en conclut qu'une courbe donnée ne peut avoir deux équations 
distinctes, par rapport à un même système d'axes de coordonnées et 
que par suite, quel que soit le procédé employé pour trouver l'équa- 
tion d'une courbe, on doit toujours trouver la même équation. 

Le but principal de la Géométrie analytique plane est de ramener 
l'étude des courbes planes à celle des équations qui les représentent. 



EXERCICES. 



i. Former Téquation de la perpendiculaire au milieu d'un segment ÂB, 
connaissant les coordonnées de ses extrémités. 

On considère cette droite comme le lieu des points à égales distances de A 
et de B. 

2. Étant donnés trois points en ligne droite A, B, G et un point M quel- 
conque, démontrer la relation suivante, due à Stewart 



AM BG -4- BiVl GA -f- GM AB -+- AB BG GA = o. 

£a déduire une relation entre les puissances de trois points en ligne droite, 
par rapport à un cercle. 

3. D'un point 0, on mène une transversale variable sur laquelle on prend, 
à partir du point P où elle rencontre une droite fixe, des segments 

PM = PM' = a, 
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a désignant une longueur constante. Former l'équation du lieu des points M, 
M' (conchoïde de Nicomède). 

4. Une droite roule sans glisser sur une circonférence donnée; trouver le 
lieu décrit par un point de cette droite (développante de cercle). On prendra 
des coordonnées polaires. 

5. En supposant que la quantité de lumière provenant d'une source lumi- 
neuse reçue par un point M soit donnée par la formule I = -^ , r étant la 

distance de M à la source, trouver l'équation du lieu des points également 
éclairés par deux sources différentes À, B ; a, 6 étant les quantités de lumière 
reçues à l'unité de distance de chacune de ces sources. 

6. Un fil ayant la longueur de la circonférence d'un cercle est enroulé sur 
ce cercle de manière que ses deux extrémités coïncident avec un point A. On 
le déroule en le tendant de manière que la partie déroulée ait la forme d'une 
droite perpendiculaire au diamètre passant par À; lieu de l'extrémité du fil. 



Transformation des coordonnées rectilignes. 

70. La transformation des coordonnées consiste dans le pro- 
blème suivant : 

Étant donnée V équation d'une courbe rapportée à un système 
particulier de coordonnées, trouver l'équation de la même courbe 
rapportée à un autre système de coordonnées. 

Le problème sera évidemment résolu si l'on parvient à exprimer 
les coordonnées x^y d'un point quelconque M du plan par rapport 
au premier système en fonction des coordonnées x'^ y du même 
point par rapport au nouveau système. Eflectivement, si Téquation 
de la courbe rapportée au premier système est 

/{^iy) = oy 

et si Ton a trouvé 

X = cp(a?',y), y = ^|/(a7', /), 

Féquation de la même courbe par rapport aux nouveaux axes sera 

/[?(^sy),4'(^',y)]=o. 

Nous supposerons qu'il s'agisse de coordonnées rectilignes. Il con- 
vient de distinguer plusieurs cas. 
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71. Premier cas. — Changement d^ origine, les axes conservant 
leurs directions primitis^es. 

Supposons que les axes primitifs Ox^ Oy {fig* 34) subissent une 
translation qui leur fasse prendre la posi- 
tion OiiTi, O^j'i , ces deux demi-droites F»g. 3/|. 
étant respectivement parallèles à 0:r, Oy 
et de mêmes sens. Soient x«, y^ les coor- y 
données de la nouvelle origine Oo par rap- 
port aux anciens axes. Projetons sur Ox, 
parallèlement à Oy^ la brisée 00<M et sa 
résultante OM; on obtient 




Oi 



donc 



(0M);, = (00,)^-i-(0iM);,. 

Çôû)x = X, ÇôôX = X,, (ôTm )x = (ô7m)x. = y, 



(0 

On trouve de même 



a? = iTi -4- iT 



y=y\-^y 



Fig. 35. 



72. Deuxième cas. — Changement de directions des axes sans 
changement d'origine. 

Soient Ox, Ojk les anciens axes; Ojc<j Oy^ les nouveaux (yî^. 35). 
Ces derniers sont déterminés si l'on donne 
les angles (Ox, Oj?i) = a et(Oa;, 0^4)= p. 
Projetons sur un axe OL faisant avec Ox 
un angle égal à X, les contours OPM et 
OP|M des coordonnées anciennes et des 
coordonnées nouvelles d'un même point M 5 
ces contours ayant mêmes extrémités ont 
mêmes projections : donc 

rrcosX -4-^cos(X — 0) = x' cosÇk — a)-*-^'cos(X — P). 
En prenant successivement X = 6 etX=-, on trouve 




2 



(3) 



ar'sin(e — a)-Hy'sin(e — p) 

X ;: — > 

sinO 



y = 



r'sina-f-^sinp 
sinÔ 
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Cas particulier, — Le système primitif est rectangulaire et on le 
fait tourner d'un angle a autour de Torigine ; alors on doit poser 



= -, 

'2 



? = «+ïî 



on obtient ainsi 



(4) 



X = ar'cosa — ^'sina, y = or'sina +^'cosa. 



73. On peut définir les nouveaux a\es en donnant les paramètres 

directeurs a, b àeOx^ et les paramètres a', 
b' de Oy\. Soient l et P les distances à 
l'origine des points directeurs A(a, è), 
A'{a', b') {Jig* 36). Projetons sur Ox, pa- 
rallèlement à Oy, les contours OPM, 
OP|M des coordonnées de M; ces con- 
tours ont mêmes extrémités, donc 




Oi 



(0P);,-4-(PM)^=(0P,)a:-+-(PiM)x. 

(ÔP)x = a: et (RM).r = o. 



D'autre part, (OA)jc=a, donc \OVx)x 
(PiM):r= jXi' Donc 



a 



■j Jc^, Pareillement 



de même 



a , a , 
a-= y^ -+- jy , 

b , b' , 



Il est d'ailleurs aisé de déduire ces formules des formules (3) et (4). En 

eflety ces dernières sont linéaires et homogènes par rapport à x' et y\ on 

peut donc poser 

x^px'-\- qy\ 

y = rx'-h sy' , 
Appliquons ces formules au point A; ou obtient a=ipl, b = ri ou 

^ b r* i •• • . Af j • ^' b' 

/> = y j r = y • En les appliquant au point A , on a de même g = -p-> 5 = y, • 
Cas particulier : 1= P= i; les formules deviennent 



(5) 



X = ax'-^ o! y\ ^ = 6ar'-4- b' y' 
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avec les conditions 



(6) 



a* 4- 6*-+-2a6cos6 = i, a'«-h 6'«-haa'6'cosô = i 



En outre, si l'on pose (Oxt, 0^|) = B', on a 



et, par suite, 

(7) 



sine'=(a6'— W)sine 



ab' — ba' ^o. 



74. Troisième cas. — Transformation générale : on change 
l* origine et les directions des axes. 

Soient Oa:,Oy les anciens axes, 0|j?i,0<^i les nouveaux (yî^. 87); 
on donne les coordonnées ^< , ^« de 0| par rapport aux anciens axes 
et les angles a, p que O^x^ et OjJKj font avec O^. Transportons 
les anciens axes parallèlement à eux-mêmes 
en04^2> OiJK2Î en appelant ^''y y les coor- 
données d'un point M par rapport aux axes 
O1X2, Oij'a et x^ y les coordonnées an- 
ciennes, on a (premier cas) 



Fig. 37. 




x^xi-^r-af, y=y\+y, 

puis, en remarquant que O^x^ et O^y^ 

font avec O^x^ les mêmes angles qu'avec Ox, on a (second cas) 

,_ ar'sînfO — a)-hj^'sin(6 — p) ,__ ^'sina -i-j^'sinp 

~~ sinÔ ' • — g|jjQ > 



donc, finalement, les formules générales sont 



(8) X = Xi 



a:^in(Q — a) -+- ysin(e-~ P) 
sinQ 



y=yi-^ 



a? sma 



ysînp 



sinÔ 



Les nouveaux axes peuvent êlre définis par des points directeurs 
A(a, 6), A!{a'j b') les demi-droites O^ x^ et O^y^ étant respectivement 

parallèles aux demi-droites OA, OA' et de mêmes sens qu'elles. Si l'on 

prend sur O^x^ le point B tel queO|B = OAet sur 0\y\ le point B' 

tel que 0\ B'= OA'les coordonnées de B par rapport aux axes 0« jCî, 
O^y^ seront égales à a et 6 et celles de B' à a' et b'. Donc, en sup- 

NlEWENOLOWSKI — C a/ï., I, 4 
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posant OA = 0A'=: i , on a 

et, par suite, les formules générales sont 

(9) X — ax'-h a'jr'-h a", y — hx' -\- t'y'-^ b" 

en écrivant, pour plus de symétrie, a!' au lieu de Xt et 6" au lieu dey^ 
et en conservant les conditions (6) et (7). 

75. Théorème. — Quand on conserve l'origine des coordonnées 
et qui! on change seulement les directions des axes, l'expression 

x^ -h %Ty cosQ -h y* 
reste instar iable. 

On peut d'abord remarquer, en effet, que cette expression repré- 
sente le carré de la distance du point M(^, j^) à l'origine. On peut 
établir la proposition au moyen des formules de transformation; il 
s'agit de prouver, en effet, que 

a?* -\- ixy cosô -\-y^ ^{ax'-h a'y'y -+- i{ax' -\- a'y'){bx'-\- b'y')cos^' 

(bx'-hbyy. 



Or, dans le second membre, les coefficients de x'^ et de y^ sont 

égaux à l'unité en vertu des équations (6); le coefficient de 2^y est 

égal à 

aa' -h bb' -h (ab' -\- W)cos6, 

c'est-à-dire cosO'. 

76. Théorème fondamental. — Soit/(a:, ^) = o l'équation d'une 
courbe. Si l'on effectue la transformation des coordonnées la plus 
générale, on obtient 

f(x,y)^f{ax'-h a'y'-^ a', bx'-^ b'y'-^ b') 

et l'équation de la courbe dans le nouveau système est 

/(aa?'-4- «y -h a', bx'-h b'y-h b") = o. 

Il s'agit d'établir qu^ la transformation des coordonnées recti- 
lignes n'altère pas le degré d'une équation algébrique. 

En effet, soit m le degré d'un polynôme entier en x et y^ /{x^ y) 
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et soit m' le degré du polynôme obtenu 

Un terme quelconque du polynôme donné, Kx^y^, devient 

le terme considéré est donc remplacé par une somme de termes dont 
les degrés ne peuvent pas surpasser- a H- j3 et à plus forte raison m, 
puisque a-h^^m. Donc, quelles que soient les réductions, le 
degré m! du nouveau polynôme ne peut surpasser m. Or on sait 
que abf — èa'^o; donc on peut exprimer x' et y en fonctions 
linéaires de a: et de ^ et si l'on eJDTectue cette substitution inverse 
sur le polynôme en x' ^ y^ on retrouvera identiquement f{x^ y), ce 
qui prouve que m ne peut surpasser m'; donc m = m'. La proposi- 
tion est générale et s'applique à toute substitution linéaire de 
module différent de zéro. 

Classification des courbes planes. 

77. Nous avons obtenu les équations de l'ellipse, de l'hyperbole 
et de la parabole rapportées à des axes particuliers; si, à l'aide d'une 
transformation de coordonnées, on rapporte ces courbes à des axes 
quelconques, on obtiendra pour chacune d'elles une équation dont 
le premier membre f sera un polynôme entier du second degré. 
D'une manière générale, si l'équation d'une courbe plane rapportée 
à des axes particuliers est algébrique et de degré m, pour obtenir 
l'équation de la même courbe rapportée à d'autres axes, il suffit 
évidemment d'effectuer une transformation de coordonnées; la nou- 
velle équation sera encore algébrique et de même degré. D'après 
cela, on partage les courbes planes en deux classes. On appelle 
courbe plane algébrique toute courbe plane dont l'équation, rap- 
portée à deux axes tracés dans son plan, peut se mettre sous la 
forme /{x, y) = o, le premier membre étant un polynôme entier 
en X et y. Si ce polynôme est de degré m, on dit que la courbe est 
à*ordre m ou de degré m. Ainsi l'ellipse, l'hyperbole, la parabole 
sont des courbes algébriques du second degré. Pour abréger le lan- 
gage, on dit souvent : courbe de degré m ou courbe d'ordre m, au 
lieu de courbe plane algébrique de degré ou d'ordre m. 
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Les courbes planes non algébriques sont appelées transcen- 

dantes, 

* 

78. Théorème. — Une courbe de degré m est coupée par une 
droite quelconque en m points. 

En efiet, rapportons la courbe à deux axes dont l'un, Taxe des x 
par exemple, soit la droite donnée. La courbe ayant alors pour équa- 
tion y(:r;^) = o, les abscisses des points communs à Taxe des x^ et 
à cette courbe sont les racines de l'équation /(j:, o) = o; à chaque 
racine de cette équation, qui est au plus du degré m, correspond un 
point commun à la courbe et à Taxe des x. Donc le nombre de ces 
points est au plus égal à m. 

Si Ton considère Téquation la plus générale de degré m, 

/(ar,7) = o, 

l'équation /(^, 0)^0 sera une équation complète et de degré m. Si 
les m racines de cette équation sont réelles et distinctes, il y a m 
points d'intersection. Lorsque l'équation précédente a une racine ^r© 
de degré p de multiplicité, nous dirons que la courbe et l'axe des x 
ont p points communs confondus avec le point (^o> o). Si Xq est 
une racine imaginaire, nous àirons^ par convention, que la courbe 
et l'axe des x ont un point imaginaire commun, et si Tordre de 
multiplicité est /?, p points imaginaires communs confondus en un 
seul. Les coefficients étant supposés réels, à la racine Xq correspond 
sa conjuguée, et par suite p nouveaux points imaginaires communs. 
Enfin, si le degré de l'équation /(x, 0):= o s'abaisse de q unités, on 
dit que q racines de cette équation sont infinies et que la courbe et 
l'axe des x ont q points communs à Tinfini. A l'aide de toutes ces 
conventions, on peut dire que toute droite située dans le plan d'une 
courbe d'ordre m coupe cette courbe en m points réels ou imagi- 
naires, distincts ou non, à dislance finie ou à Tinfini. 

79. Corollaire. — Si une droite a plus de m points communs 
avec une courbe de degré /w, celle-ci se décompose nécessairement 
en cette droite et une autre courbe de degré moindre. 

En effet, prenons la droite pour axe des x] si l'équationy(j?, o) = o 
admet plus de m racines, son premier membre est identiquement 
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nul; ce qui exige que /{^^y) contienne y en facteur et soit de la 
iornxG yPfs{x^ y)\ l'équation donnée se décompose donc en^'' = o 

et/,(^,^) = o. 

80. Conditions pour que deux équations algébriques repré^ 
sentent la même courbe, — Supposons que les équations algé- 
briques 

/(^ry) = Oy g{x,y)=zo 

représentent la même courbe; alors une sécante quelconque, par 

exemple, une parallèle à Taxe des y, ayant pour équation x = x^, 

coupe les deux courbes anx mêmes points; en d'autres termes, les 
équations 

doivent avoir les mômes solutions, avec les mêmes degrés de multi- 
plicité. On sait (Alg., II, 219) que la condition pour qu'il en soit 
ainsi est que 

Xo étant indépendant de y; il doit en être ainsi quel que soit Xo • 
donc 

X étant indépendant de y. Or les équations 

doivent aussi être équivalentes, et cela quel que soit^'o • donc X est 
indépendant de x et de y. Cela revient à dire que les polynômes 
f{x^y) (ii g(x, y) doivent être de même degré et avoir les coeffi- 
cients des termes semblables proportionnels. La réciproque est 
évidente. 

De là celte conséquence. Soient/(^, y):= o et F(a:', ^') = o les 
équations d'une même courbe rapportée à deux systèmes d'axes 
din'('ronts. Par la transformation des coordonnées on obtient 
/{Xy y) ^/i (x' , y') : l'équation de la courbe est donc aussi, dans le 
nouveau système, f\{x'j y) =^0 ^ donc, X étant une constante 
/,{.rSy) = XF(^y), et,parsuite,/(^,j^) = XF(j?',y). 

81 . Nombre des termes de V équation d^une courbe de degré m, 
— On peut mettre l'équation de degré m sous la forme 
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?p{^^y) désignant un polynôme homogène de degré /?. Le nombre 
des termes est donc 

(m -H-i)-!- m -H(m — i)-h. . .-t-2 -4-1 ou -• 

Ainsi, par exemple, l'équation d'une courbe du second degré ren- 
ferme six termes : 

Ax* -h 9. Bar^ -+- G^« -4- 2 Dj: 4- a Ey -+- F = o. 



EXERCICES. 

1. On fait tourner autour de Vorigine, d'un angle a, un point M ayant 
pour coordonnées rectangulaires ar, y; trouver les coordonnées du point 
M' obtenu. 

Si l'on considère les axes OX', OY' tels que (OX, OX') = a; par rapport à 
ces a;ies, M' a pour coordonnées (x, y); il suffît donc de faire tourner le 
système OX', OY' de l'angle — a. 

On peut encore remarquer que, si l'on pose 

z = T -{-yij z'= x' -\-y' i, 
on a 

z' = -^(cosa-t- isina). 

Résoudre la même question avec des axes obliques. 

2. Etant donnés n points k^^Xx, y {), Ai(rj,^j), ..., kn{^n^ya)i déter- 
miner la position du point Ao(a-o,>'o) dont les coordonnées satisfont aux 
équations 

n{n — \) ni n — \)i n — 2) 
a:o— nT|H Xi — ~ a^j-f-. . .-r (— i)«t,j =0, 

n(n — î) nin — \){n — 1) 
y^ — nyx'\ f;^— r» J^^^73 ^ ^^3 -+-... + ( — i)\r« = o. 

Démontrer que la position de ce point est indépendante du choix des 
ctxes des coordonnées. 

3. Étant donnés m points Ai(x,, yi), AjC^,, Jî), ..., \m(^m,'ym), 
soient Bi, Bj, B^ les points qui divisent AjA], AjAs, ..., A„~iAmi A^Ai 
dans le rapport — n ; Cj, Gj, . .., Cm les points qui divisent B1B2, B1B3, ..., 
B;itBi dans le même rapport, et ainsi de suite. Les coordonnées du g'*"* point 
du j^''^» groupe de m points sont 

xi(i^- nx)P yi(i-^ ny)P 

(14-/1// ' (l-r n)P * 

pourvu que Ton remplace a?', y^ par Xn yry ^ étant le reste de la division 

de t par m, 

(Neuberg.) 
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Équation de la ligne droite. 

82. Théorème. — U équation d'une ligne droite en coordon^ 
nées rectilignes est du premier degré. 

Soient Ox, Oy deux axes de coordonnées, AB une droite située 
dans leur plan et Z'Z la perpendiculaire à AB menée par l'ori- 
gine {fig- 38). La droite AB est déterminée si l'on connaît la direc- 
tion Z'Z et le point H où AB rencontre cette 
droite. Il suffit donc de connaître la lon- 
gueur OH et l'angle que OH fait avec Ox\ il 
est préférable de choisir sur Z'Z un sens po- 
sitif et d'évaluer le segment OH compté avec 
le signe + s'il est dirigé dans le sens positif; 
avec le signe — , quand il est dirigé dans le 
sens contraire. Soit p la valeur algébrique de 
OH. Pour fixer les idées, supposons que OZ 
soit la demi-droite positive et nommons a l'angle que cette demi- 
droite fait avec Ox, On voit que p et a sont les coordonnées po- 
laires du point H, Oa; étant l'axe polaire. 

Cela posé, abaissons MG perpendiculaire à AB et soit d la mesure 
algébrique du segment CM, e/ étant positif quand CM a le même sens 
que OZ, et négatif dans le cas contraire. Projetons sur OZ le con- 
tour ODM des coordonnées de M et le contour équivalent OHCM; 
si l'on appelle x^y les coordonnées de M, on obtient, en écrivant que 
les projections des deux contours sont égales, 

X cosa -^y cos(6 — ol)^ p-^r d, 
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d'où 

(i) d = xcosoL-i-y cos{b — t.) — p. 

Pour que le point M soit sur AB, il faut et il suffit que d = o: donc 
Téquation de AB est 

(a) a:cosa-4-^cos(6 — a)—p = o. 

83. Cas particuliers. — i** Quand les axes sont rectangulaires, 
Téquation de AB est 

(3) xcosa+^sina — p=o. 

2° Pour que AB passe par l'origine, il faut et il suffit que p = o; 
son équation est alors de la forme 

a?cosa H-^cos(0 — a) = o. 

3** La perpendiculaire à Ox menée par le point (xo, o) a pour 

équation 

x -^y cos 6 — j'o = o. 



Il suffit, en effet, de faire coïncider OZ avec Oj; et de remarquer 
alors que p = ^r©, a = o. 

4° Pareillement, la perpendiculaire à l'axe des y menée par ce 
point o, yo a pour équation 

:r cosô -^y — yo = o. 

84. Réciproquement, toute équation du premier degré entre les 
coordonnées rectilignes x^y^ représente une droite. 

Soit 
(4) Aar + B/H-G =o 

une équation du premier degré à deux variables x^y. Il sera démontré 
que Féquation (4) représente une droite si l'on peut déterminer a 
et/? de façon que les coefficients de cette équation soient propor- 
tionnels à ceux de Féquation (2); cela revient à déterminer \^ a, p 
de façon que 

cosa = XA, cos(0 — a)=XB, — ^ = XC. 

En appelant p l'un des angles que Oy fait avec OZ, on a 

cos (6 — a) = cosp : 
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nous sommes donc ramenés à trouver une demi-droite OZ dont les 
cosinus directeurs soient proportionnels à A et B; par suite (51) 



en désignant par R le radical arithmétique y/A^ + B^ — aABcosÔ. 
On a ainsi 

AsinO ,^ , Bsine CsinO 

cosa = £ — ^ — 1 cos(0 — a) = e — ^ — ? — p = t — ,> — • 

Les deux déterminations de s correspondent à une seule droite. En 
effet, à la détermination e = -}- i, correspond une demi-droite déter- 
minée OZ; p a une valeur algébrique déterminée : donc le point H 
est déterminé sur Z'Z. Si Ton prend e = — i , OZ est remplacée par 
la demi-droite opposée OZ' et p change de signe, donc Je point H 
reste le même. On peut remarquer, si Ton veut, que les deux systèmes 
de coordonnées polaires p, ol et — /?, a-i-ir déterminent un seul 
point H. 

83. Construction de la droite représentée par Véquation 
Aj; -|- B^ H- G = 0. — Remarquons d'abord que si Tunité de lon- 
gueur n'est pas déterminée, x q\ y devant représenter des lon- 
gueurs, il est nécessaire que A et B soient du môme degré d'homo- 
généité et que le degré de G surpasse celui de A d'une unité, de 

C G 
sorte que v ^^ ïl représentent des longueurs; cela étant, nous consi- 
dérerons plusieurs cas. 

1° Supposons d'abord que l'un des coefficients A ou B soit nul, 

C étant différent de zéro. 

C 
L'équation B^ -|-C = oouj>^= — tj représente la parallèle à l'axe 

des X menée par le point [o, — k)* 

G 
Pareillement, l'équation Aj?-|-G = o ou x = — -r représente la 

parallèle à l'axe des^ menée par le point ( — -ry oj. 

Les réciproques sont vraies; ainsi une parallèle à l'axe des ^ a 
une équation de fe forme ^ = a ou Kx -|- G = o. 

a^ G = o; l'équation est de la forme A:r-i-B^ = o; la droite 
qu'elle représente passe par l'origine, parce que l'équation précé- 
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dente admel la solution x = o^ y = o. Pour achever de la déterminer, 
supposons que les coefficients A et B représentent, au signe près, 
des longueurs; la droite cherchée passe par le point (B, — A); elle 
est donc déterminée. D'ailleurs on peut remarquer que Féquation 
proposée exprime la condition nécessaire et suffisante pour que le 
point M(a:,y)soit sur la droite joignant l'origine au point (B, — A). 

A 

L'équation précédente peut s'écrire y= — r'^î ^"j ^^ posant 

A 

- g = m, 

Le coefficient m esl un nombre positif ou négatif. Si l'on prend 

(Jig' 39) sur l'axe des x un segment OA 
pour unité, et si l'on porte sur la paral- 
lèle à Taxe des y menée par A un seg- 
ment AB dont la mesure algébrique soit 
exprimée par le nombre m, la droite in- 
définie OB est la droite cherchée. 

3** Considérons enfin le cas où les 
trois coefficients A, B, G sont différents 
de zéro. L'équation donnée résolue par rapport ky devient 

(i) y = mx H- h, 

A C 

en posant — — = m, — ^ = A; m est un nombre et h une longueur 

au signe près. 

Construisons d'abord {Jlg. ig) la droite OB ayant pour équa- 
tion y = mx ; déterminons ensuite sur l'axe des y le segment OC = h 
et menons enfin la droite CD parallèle à OB, Soit M un point quel- 
conque de BC, et soient Q et R les points où la parallèle à l'axe desy 
menée par M rencontre Taxe des x et la droite OB; on a 




ary 



QM = QHh-RM; 

donc, en appelant x l'abscisse du point Q et jk l'ordonnée de M, on 
a, en grandeur et en signe, QM = j', QR = mx^ RM = OC = A et 
par suite x eiy vérifient l'équation (i). 

Réciproquement, si les coordonnées x^y d'un point M vérifient 
cette équation, on a 

RM = /i, 
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et par suite M est sur la droite CD. L^équation (i) est donc celle de 
la droite CD. 

On voit aussi que le coefficient m détermine la direction de la 
droite représentée par Téquation (i) et A détermine le point où cette 
droite rencontre l'axe des^. Pour ces raisons m se nomme le coef- 
Jicient angulaire et h Y ordonnée à V origine de cette droite. Pareil- 

lement — — se nomme Vabscisse à l'origine, 

86. Variation du coefficient angulaire. — Il résulte de ce qui 
précède que le coefficient angulaire d'une droite est le même que 
celui de la parallèle à cette droite menée par l'origine des coordon- 
nées. Il suffit donc de considérer une droite passant par l'origine et 
soit (Jig* 4o) M Je point de cette droite ayant pour abscisse l'unité 
de longueur; le point M est sur la droite B'B, pa- 
rallèle à l'axe des^ et ayant pour équation x = i. 
Le coefficient angulaire de OM est égal à l'ordon- 
née de M, c'est-à-dire au segment AM. Donc, si la 
droite OM tourne dans le sens direct autour de 
l'origine de façon que, coïncidant dans la posi- 
tion initiale avec l'axe j^'^, elle tourne de i8o°, 
le point M décrira dans le sens de B' vers B la 
droite B'B tout entière et par suite le coefficient angulaire m de OM 
varie d'une manière continue en croissant de — oo à 4-00. 

Il importe de remarquer qu'à toute valeur de m correspond une 
seule direction pour la droite OM; mais, quand cette droite se con- 
fond avec l'axe des y^ son coefficient angulaire est aussi bien -|- 00 
que — 00. 

87. Condition pour que les équations 

Aa^-f-B^-f-C =0 et A'a7H- B'7-hC' = o 

représentent deux droites parallèles. 

Il résulte de ce qui précède que les parallèles aux droites données 
menées par l'origine ont respectivement pour équations 

A 37-^87 = et A'a7-+- B'7 =0. 

Pour que les droites données soient parallèles, il faut et il suffit 
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Fig. 4». 



que les équations précédentes représentent une même droite, ce qui 

donne la condition 

AB'— BA'=o. 

On arrive à la même condition en écrivant que les coefficients 
angulaires des deux droites données sont égaux. 

88. Equation de la droite passant par un point donné et paral- 
lèle à une direction donnée, — Soient {fig- 40 ^o» JKo les coor- 
données d'un point A; a, b celles d'un 
point D; nous voulons former Téquation de 
la droite A menée par le point A, parallèle- 
ment à la droite OD. Soit M (a:, y) un point 
quelconque de A; menons par A une paral- 
lèle à Taxe des x et par M une parallèle à 
l'axe des^; soit P le point de rencontre de 
ces deux droites, enfin soit E le point où la 
parallèle DE à l'axe des y rencontre l'axe des x. Si les segment 
parallèles AM et OD ont le même sens ou des sens contraires, il en 
sera de même de leurs projections AP et OE; donc, en grandeur et 
signe, 




AP^ 

OÊ 



AM 

OD 



Par suite, en posant 



A M 

ÔD 



p, p ayant le signe -f- ou le signe — 



suivant que les deux segments AM et OD ont le même sens ou des 

sens contraires; on a, en remplaçant AM et OD par leurs expres- 
sions X — Xq e\, a 



a 



= ?' 



On trouve par le même raisonnement 



r — l'o 



• • 



- = 0. 



Donc 

(0 

d'où 

(2) 



a b 



x = Xo~hap, y =zyQ^bp. 
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Les équations (2) permettent d'exprimer les coordonnées d'un 
point quelconque M de la droite A à l'aide d'un seul paramètre p. 
Lorsque p varie de — 00 à + 00, le point (xq -|- ap, JKo + 6p) décrit 
cette droite tout entière dans le sens défini par le segment OD. 

Les formules (2) conviennent évidemment au cas où Tune des deux 
coordonnées a ou 6 est nulle ; si ût = o, par exemple, les coordonnées 
d'un point de A sont données par les formules x = Xo^ y =jKo ~f- ^p- 
On peut convenir de conserver encore dans ce cas les équations (i) 
pourvu qu'il soit entendu que l'on tire de ces équations ic = ^r^ 
quand a == o. Remarque analogue quand 6 = 0. 

89. L'équation d'une droite peut toujours se ramener à la forme (i). 
En effet, soit 

(3) Aa7-HB7-+-C = o 

l'équation d'une droite; si ^07 JKo sont les coordonnées d'un point 
de cette droite, on a 

A xo -f- B j^o -H G = o, 

ce qui donne C = — Aj^q — ^J^oj donc l'équation proposée peut 

s'écrire 

A (57 — :ro) H- B(7 —70) = o 
ou 

En particulier, l'équation 
(5) y = ma* -4- h 

peut s'écrire 

X y — h 
I ni 

90. Trouver les paramètres directeurs de la droite représentée 
par V équation Kx -^ lèy -f- G = o. 

Tout point de la parallèle à la droite proposée, menée par Torigine, 
peut être considéré comme un point directeur de cette droite; on 
est ainsi ramené à trouver une solution quelconque de l'équation 
Ax-4-Bj>^ = o. La solution la plus générale de cette équation est 
donnée par les formules 

X = XB, y = — X A, 
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ce qui démontre que les paramètres directeurs de la droite coBsidérée 
sont proportionnels à B et — A, comme on le voit d'ailleurs en met- 
tant Téquation de cette droite sous la forme (4)- Mais il est indispen- 
sable de remarquer que, si Ton veut que )vB et — XA représentent 
des coordonnées, il faut que X ait des valeurs convenables. Ainsi les 
paramètres directeurs de la droite ayant pour équation ^':r — a'j>^ = o, 
dans laquelle a et p désignent des longueurs, sont ).a' et)^^' ; pour que 

ces expressions représentent des longueurs, il faut poser X= ± — » 

[JL désignant une longueur-, par exemple, on peut dire que a et ^ sont 

les coordonnées d'un point directeur de la droite considérée. Dans 
le cas général, on ne peut prendre X= i que si A et B représentent 
des longueurs, au signe près; dans ce cas C sera une aire. Si ces 
conditions sont remplies, on peut dire que le point (B, — A) est un 
point directeur de la droite représentée par TtMjuation (3). Si l'on 
prend une ligne de la figure pour unité, on peut dire que (i, m) sont 
les coordonnées d'un point directeur de la droite représentée par 
l'équation (5). 

Proposons-nous de trouver les paramètres principaux de la droite 
donnée. Pour que la dislance du point (XB, — XA) à l'origine soit 

égale à l'unité, il faut que \ = ± -.^ , ce qui donne pour les paramè- 

très cherchés a = ejr>6 = — e -^t en supposant e = ± i et R dé- 
signant le radical arithmétique + y/A^ -f- B^* — 'jtABcosÔ. On voit 
que a et b sont alors des nombres et il ne faut pas oublier que l'on a 
pris pour unité une longueur déterminée. 

D'une manière générale, les paramètres directeurs a, b d'une 
droite définie par son équation ne sont déterminés qu'à un facteur 

près; mais le rapport - est déterminé et égal au coefficient angulaire 
de cette droite. 

91. Si les coefficients A, B, C tendent vers des limites dé- 
terminées A', B', C, la droite A, représentée par V équation 
\.x-\- ^y -1- C = o, tend vers la droite A', ayant pour équation 
A'a:4- B'jK+ C'= o. — En effet, supposons B'^o; l'ordonnée y 
de A est déterminée par l'équation 

_ A C 
•^~"~B^ B' 
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donc, si Ton donne à x une valeur déterminée Xq^ on voit que 

A' C 

liin/=— g7^o— g;; 

on en conclut que tout point de la droite A a pour limite le point de 
A' qui a même abscisse. 

Plus généralement, si les coefficients du poljnome f{x^y) ten- 
dent vers des limites déterminées, la courbe C ayant pour équation 
y(x, j^) = o a pour limite la courbe C| , dont l'équation /i (^, y)=^o 
s'obtient en remplaçant dans la première équation chaque coefficient 
par sa limite. En effet, les ordonnées des points de la courbe C 
ajant pour abscisse Xi^ sont les racines de l'équation /"(jc©, y) = o, 
et l'on sait que ces racines ont respectivement pour limites les ra- 
cines de l'équation y*i (^To, ^) = o, quelle que soit d'ailleurs la va- 
leur attribuée à Xq, ce qui démontre la proposition. 

92. Conditions nécessaires et suffisantes pour déterminer une 
droite, — L'équation la plus générale du premier degré à deux va- 
riables X, y renferme trois coefficients. Pour que la droite représen- 
tée par cette équation soit déterminée, il faut et il suffit que les rap- 
ports de deux quelconques des coefficients au troisième, supposé 
différent de zéro, soient connus. Par exemple, si G^z^o, il suffit de 

connaître^ > p- En posant -j^= w, -^ =: (^, l'équation ux-\-vy-\-\z=,o 

représente toutes les droites ne passant pas par l'origine, quand on 
donne à i^ et (^ toutes les valeurs possibles. On peut même lever la 
restriction précédente. En effet, si l'on écrit 

on peut identifier cette équation avec l'équation 
(a) ^--ma? = o, 

en posant = m, - =: o, ce qui signifie que si l'on fait croître 

indéfiniment u et r, de façon que le rapport ait pour limite m, 

la droite représentée par l'équation (i) a pour limite celle qui est re- 
présentée par l'équation (2). De même, en faisant croître m et (^ 

indéfiniment, de façon que - tende vers zéro, la droite considérée 
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aura pour limite Taxe des >'. Donc en altribuanlà u el v des valeurs 
finies ou infinies, l'équation ux,-^ vy -\-i=lo peut être considé- 
rée comme l'équation la plus générale de la ligne droite. Pour que 
la droite soit déterminée, il est nécessaire et suffisant que ii et v 
soient déterminés; ces deux constantes se nomment des paramè- 
tj^es. On voit que l'équalion de la ligne droite renferme deux pa- 
ramètres. Il faut donner deux équations distinctes entre m et ç?; en 
d'autres termes, il faut deux conditions distinctes pour déterminer 
une droite. Mais il importe de remarquer que, si les conditions se 
traduisent par des équations de degré supérieur au premier, il peut 
y avoir plusieurs droites satisfaisant aux conditions données. On dil 
que la droite cherchée est déterminée quand le problème a un 
nombre déterminé et limité de solutions. 

L'équation — = - — -.—^ renferme, en apparence, trois para- 
mètres : Xo, yof -• Mais, si on la met sous la forme 



a 



h b Tç, 

on voit qu'elle ne renferme que deux paramètres seulement : — el 
bxo 

Problèmes relatifii à la ligne droite. 

* 
93. Equation générale des droites passant par un point 

donné A^x^^, Vq). — Exprimons que la droite ayant pour équation 
A^ -f- By -|- G = o passe par le point (xq, yo)y ce qui donne la con- 
dition 

A.ro-4- Byo-h C = o; 

on en tire 

G = — Axq — B/Oî 

et, par suite, l'équation de toute droite passant par A(:ro, J^o) peut 
se mettre sous la forme 

A(x -- Xo) -^ B{y — yo) = o. 

Réciproquement, quels que soient A et B, cette équation repré- 
sente une droite passant par le point donné, puisqu'elle est vérifiée 
quand on pose x = Xq^ y =^0' 

11 en résulte que, si l'on donne à A et B toutes les valeurs possibles, 
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l'équation précédente représente le faisceau de toutes les droites 
passant par le point donné et n'en représente pas d'autres. Pour ces 

raisons, on dit que c'est V équation générale des droites passant par 

B 
le point (^o> J^o)« Elle renferme encore un paramètre -^« On peut 

évidemment lui donner la forme 

a b 

a et b étant arbitraires. 

94. Equation générale des parallèles à une droite donnée. — 
i°Soit jK = ^^ l'équation d'une droite passant par l'origine : l'équa- 
tion d'une parallèle à cette droite est de la forme 

y =■■ mx -h X, 

et réciproquement, toute équation de cette forme représente une pa- 
rallèle à la droite donnée ; on a donc obtenu Véquation générale 
demandée. 

2** Soit Ax-\-By-\- C = o l'équation d'une droite donnée; l'équa- 
tion générale des parallèles à cette droite est 

Aa? H- By-^ X = o, 

\ désignant un paramètre arbitraire. En eOet, pour que les droites 
représentées par les équations 

Xx-hBy-hC = o, X'x -+- B'y -h G' = o 

soient parallèles, il faut et il suffit que AB' — BA.-= o, c'est-à-dire 

que 

A'=A:A, B'=A:B, 

k désignant un facteur arbitraire, différent de zéro; l'équation cher* 
chée est donc 

Aa? -h By -+- -7- r= o, 

-T- étant arbitraire et pouvant être désigné par une seule lettre X. 

Si, pour abréger, on désigne par P le polynôme Ax -h By -|- C, 
l'équation P4-X= o est l'équation générale des droites parallèles à 
la droite P = o. 

NiEWBNQLOWSKi. — G. an., I. 5 
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On peut encore l'écrire sous la forme 

aP -h ô = o, 

en remplaçant X par -• 

Il résulte de là que, si P :r= o, Q = o représentent deux droites pa- 
rallèles, l'équation 

aP-+- pQ^- Y = o 

représente une droite parallèle aux premières, quels que soient a^^^y. 

En effet, on a 

QsaP-^-ô; 

<]onc 

«P -4- PQ -4- Y = (a -h aP)P -+- 6p -t- Y- 

'95. Équation de la droite passant par un point (^o,, ^o) et pa- 
rallèle à une direction donnée» — Si la direction donnée est défi- 
nie par les paramètres a, 6, la question est déjà résolue, et l'équa- 
tion demandée est 

a b 

ou encore 

m étant le coefficient angulaire. 
Si la droile donnée a pour équation 

Aar-h lày -f- G = o, 
la parallèle menée par (a:o, ^o) a pour équation 

A(ar — xo) -+- B{y —y^) = o. 

96. Équation de la droite passant par deux points donnés 
M«(^<> J^«)> ^2(^2? JKa)' — Exprimons que l'équation 

(i) Aa? -H Bj' -f- G = o 

est vérifiée quand on remplace les coordonnées variables x, y suc- 
cessivement par x^ , y\ et x^^ y^-t ce qui donne 

{a) Axj-t- Bj^i-h G = o, 

<3) Aa:î-HB^,-r-G = o. 

Ces deux équations sont homogènes et du premier degré par rapport 
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à A, B, C. Si les deux points donnés sont distincts, Tun au moins 
des déterminants déduits du tableau rectangulaire 

^1 ri I 

est différent de zéro, et par suite les rapports des coefficients A, 
B, C sont déterminés. En remplaçant dans (i) : A, B, C par les 
quantités jKi — J^2> — {^\ — ^2) et Xxy^ — ^1^2 qui leur sont pro- 
portionnelles, on obtient l'équation demandée 



(A) 



-^(yi—yi) —yi^i— ^1) •+■ ^tyt —yi^t = o. 



La question revient à éliminer A, B, C enire les équations (i), 
(2), (3) et, par suite, l'équation demandée peut s'écrire sous forme 
de déterminant : 



(5) 



X y I 

^1 yv I 
^\ yi I 



= o. 



D'ailleurs l'équation (5) est du premier degré, et son premier 
membre devient nul quand on fait x = Xt, y =yi , et quand on fait 

x=^X2jy=y2' 

Il résulte de ce qui précède que le coefficient angulaire de la droite 

MfMs est égal à 

yi-yi 

Xi Xi 

C'est ce que l'on obtient encore en exprimant que la droite repré- 
sentée par l'équation 

y—yi= m(x — xi) 

passe par M^. 

L'équation M{Ma peut encore s'écrire 

y—yi __ x — xi 



yt—yi 



Xt—Xi 



On voit ainsi que les paramètres directeurs de la droite M4M2 sont 
proportionnels aux différences x^ — X\^ y2 — yh' 

97. Cas particulier, — Les points donnés sont sur les axes; 
dans ce cas, en posant x^ = a, y\=^ o, ,^2= o, J^2= ?> ^^ obtient 
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l'équation 

T Y 

a P 

Les points donnés s'appellent alors les traces de la droite sur les 
axes. 

On peut obtenir directement celte équation; en effet, dans ce cas, 
le système (2), (3) devient 

Aa-f-G = o, Bp4-C = o, 
d'où 

CL a 



et par suite Téqualion demandée est 



C G ^ 

et, en remarquant que C est arbitraire et supprimant ce facteur 
commun, on obtient le résultat annoncé. 

Lorsque A et B tendent vers zéro, C conservant une valeur iGnie, 
a et p croissent indéfiniment et la droite est rejetée à l'infini. 

98. Exprimer que les trois points M|(^<,^|), Ma (0:2, ^a)^ 
^3(^3,^3) sont en ligne droite, — Il n'y a qu'à écrire que M3 est 
sur la droite M^ M2, ce qui donne la condition 

xt ' yt 1 =0. 

99. Trouver les coordonnées du point commun à deux droites, 
— Soient 

(i) Aa7 -h B^ -+- G = o, 

{1) A'x-f-B>-+-G'=o 

les équations des deux droites. Les coordonnées de tout point com- 
mun à ces deux droites vérifient ces deux équations; et réciproque- 
ment, à toute solution Xq^ yo du système (i), (2) correspond un 
point (xojyo) commun aux deux droites. Le problème est ainsi ra- 
mené à un problème d'Algèbre. Il y a plusieurs cas à distinguer. 
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1© AB' — BA'^ o; le système proposé a une solution unique : les 
deux droites sont concourantes, et les coordonnées de leur point 
d'intersection sont 

__ BC'-CB' _ C X'-kC 

^ ~~ AB— BA'' -^ "■ AB— BA' ' 

2^ AB' — BA'= o, Fun des coefficients de x etj^, A, par exemple, 
étant différent de zéro; le déterminant caractéristique est AC — GA'. 

(a) AC — CA'^ o : les deux droites sont parallèles et distinctes. 
On convient de dire qu'elles ont un point commun à l'infini. Il peut 
arriver que la- seconde droite soit rejetée à l'infini. 

{b) AC — CA'= o; les deux droites sont confondues. 

3** A = A'= B = B'= o; si l'on suppose G ^ o et C^ o les deux 
droites sont entièrement à l'infini; si G = o, la première est indéter- 
minée; si G'=: o, il en est de même de la seconde. 

100. Condition pour que trois droites définies par leurs équa- 
tions soient concourantes ou parallèles, — Soient 

IAar -h 'By -h G = o, 
k'x + B> -h C = o, 
K'x H- B> -t- C = o 

les équations des trois droites données. 

I** Pour exprimer que ces trois droites sont concourantes, il faul 
exprimer que deux de ces droites sont concourantes et que la troi- 
sième passe par le point de concours des deux autres. On a ainsi une 
première condition : l'un au moins des déterminants 

AB — BA', A'B'— BA', A*B — BOV 

doit être différent de zéro. Or, quel que soit celui de ces détermi- 
nants qu'on suppose différent de zéro, il pourra être regardé comme 
étant le déterminant principal du système (i), et le déterminant ca- 
ractéristique sera le déterminant 



A = 



on doit donc poser 



ABC 

A' B' C 
A" B" C 

A = o. 
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Ainsi, en résumé, pour que les trois droites données soient con- 
courantes, il faut que A = o, et que Vun au moins des mineurs 
formés avec les coefficients de x et dej soit différent de zéro. 

Rembarque, — Quand on suppose ces conditions remplies, il peut 
arriver que deux des droites soient concourantes et que la troisième 
soit confondue avec l'une des deux autres; il peut encore arriver que 
la troisième soit entièrement indéterminée. Les conditions précé- 
dentes sont, en effet, remplies, si Ton suppose, par exemple, 
AB'— BA'^ o avec A"= B"= C"= o. 

2*^ Pour que les droites données soient parallèles, il est nécessaire 
que les trois mineurs 

AB'— BA', A'B"— B'A', A'B — B'A 

soient nuls, et la condition A = o est encore remplie. 

Réciproquement, si ces conditions sont remplies et si l'on suppose, 
par exemple, A 7^ o, et que l'un des déterminants caractéristiques 

AC— GA', AC— CA" 

soit différent de zéro, les droites données sont parallèles; elles n'ont 
aucun point commun à distance finie. Il peut arriver alors que l'une 
de ces droites soit entièrement à l'infini. 

Lorsque A ^o, AC — CA'=o, AC" — CA'=o, les trois mi- 
neurs étant toujours supposés nuls, les trois droites sont confondues. 

Enfin, lorsque A= A'=A"=B=:B'=B"=o, les trois droites sont 
à l'infini. Mais, si G = o, la première droite est indéterminée; pareil- 
lement pour la deuxième et la troisième, si C'= o ou C= o. 

En résumé, la condition A = 6 exprime que les droites données 
sont concourantes, parallèles, ou encore que deux au moins sont 
confondues. 

Il en résulte que, si l'on suppose A ^ o, ces droites sont distinctes 
et ne sont ni concourantes ni parallèles, et par suite elles pourront 
former un triangle, ou bien deux seront parallèles, la troisième les 
coupant; ou enfin l'une d'elles pourra être à l'infini, les deux autres 
étant à distance finie et concourantes. 

101. CoROLLAiBE. — Si Von représente par L, M, P les pre- 
miers membres des équations (i), de sorte que les droites don- 
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nées soient définies par les équations L = o, M = o, P = o, pour 
que ces droites soient concourantes ou parallèles, il faut et il 
suffit quHl existe trois nombres a, 6, c non tous nulsy vérifiant 
l'identité 

En effet, le système d*équations 

Aa ■+- k'b -\- k'c = o, 
Ba-f-B'6-f-B'c = o, 
Ca-+-C'6-t-C'c = o 

admet des solutions non toutes nulles si le déterminant A est nul. 

Réciproquement , supposons l'identité précédente vérifiée et soit, 
par exemple, c ^ o ; on en tire 

C c 

L'équation P = o est donc équivalente à l'équation 

a L -f- 6 M = o. 

Supposons d'abord que les droites définies parles équations L = o, 
M = o soient concourantes. Les coordonnées du point de concours 
de ces deux droites vérifient l'équation précédente, ce qui prouve 
que la droite P passe par le point de concours des deux autres. Si les 
droites L et M sont parallèles, aL + 6M = o représente une droite 
parallèle aux mêmes droites (n^ 92); donc alors les trois droites don- 
nées sont parallèles. 

Si c est nul, on a L ^ M: alors les droites L et M sont con- 

fondues. 

102. Equation générale des droites passant par le point de 
concours de deux droites données, — Soient L = o, M = o les 
équations de deux droites que nous supposerons concourantes. Si 
l'équation P = o représente une droite passant par le point de con- 
cours des deux premières, il existe, comme on vient de le voir, trois 
nombres a, 6, c non tous nuls et tels que 

Le coefficient c est nécessairement différent de zéro, sans quoi les 
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droites L et M seraient confondues ; on a donc 

c c 

et, par suite, toute droite P passant par le point de concours des 
deux premières a pour équation 

aL 4- 6M = o, 

a et 6 étant deux constantes. 

Réciproquement, toute équation de cette forme représente une 
droite passant par le point de concours des deux droites L et M; car 
si x' et y sont les coordonnées du point de concours de ces deux 
droites, en désignant par L' ce que devient le polynôme L quand on 
y remplace x par x' ely par y'^ et par M' ce que devient M quand 
on fait la même substitution, on a L'= o et M'= o, et par suite aussi 

aL'-H6M'=o. 

Donc Téquation 

ah -h 6M = o , 

est bien Téquation générale demandée. 

On peut arriver directement au résultat précédent. 

A cet effet, on remarque d'abord, comme nous venons de le faire, 
que Téquation 

(i) aL-4-6M = o 

représente, quelles que soient les deux constantes a, b (auxquelles 
nous attribuerons toujours des valeurs finies), une droite passant par 
le point de concours A des droites L et M. Il reste à montrer qu'on 
peut attribuer aux coefficients a et 6 des valeurs telles que l'équation 
précédente soit celle d'une droite donnée D passant par le point A. 
Pour cela, prenons sur la droite D un point quelconque M,{x\^y\) 
différent de A; en désignant par L« et M| les résultats de la substi- 
tution de ^1 à ;r et àe y^ ky dans les polynômes L et M, l'équation 

LM, — MLi = o 

représente évidemment la droite AM; donc il suffit de prendre 
a = M|, b = — Lj pour que l'équation (i) représente la droite D. 
En particulier, en faisant a = o, on obtient la droite M, et, en 
supposant è = o, on a la droite L. 
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On peut faire usage de Téquation 

L H- X M = o ; 

mais, pour que cette équation puisse représenter la droite M, il fau- 
dra supposer "k infini; en effet, en écrivant l'équation précédente 
sous la forme 

^ L -h M = o, 

le premier membre se réduit bien à M quand on suppose X infini. 

103. Remarque, — Il convient de remarquer que, si X croît de — 00 à -f- 00, 
la droite représentée par l'équation (i) tourne autour de son point fixe tou- 
jours dans un même sens. Gela résulte évidemment de ce que les équations 

L-+-XM = o, L-+-X'M = o 

représentent deux droites distinctes, quand on suppose les droites L et M 
distinctes elles-mêmes. 

104. Application. — Equation de la droite passant par un 
point donné et par le point de concours de deux droites, — Soient 
\x H- "Ry 4- C = o , h!x -{- R'y 4- C = o les équations des deux 
droites données; d'après ce que nous venons de dire, l'équation 

(Aar-hB7-FC)(A'a;iH-B>,-hC')~(A'x-4-B>-4-C')(Aa7i4-B7,-hC) = o, 

représente la droite passant par le 'point de concours des deux 
droites données et par le point x^^ y^\ dans le cas particulier où le 
point donné est l'origine, on obtient l'équation 

( AC- Ch!)x 4- (BC- CB')^ = o. 

105. Théorème. — Si les coefficients de Inéquation d'une 
droite renferment un paramètre variable au premier degré, 
cette droite tourne autour d* un point fixe. 

En effet, l'équation considérée est de la forme 

(i) (a-hXa')a?-h(6H-Xô')j^-hc-+-Xc'=o 

ou 

ax-^by -h c -¥- X(a'x -\- b'y -h c') = o; 

elle représente donc une infinité de droites passant parle point de 



-- 
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concours des deux droites représentées par les équations 

(2) aa?-h 6j^ -+-C = o, a'ar-f- ô'^h-c'= o. 

Cette conclusion n'a de sens que si ces deux équations représen- 
tent deux droites distinctes. Si l'on suppose, au contraire, 

a = ha\ b = hb', c = hc\ 

Téquation proposée est de la forme 

{h->r- \){a'x ■+■ b'y -^c') = 0; 

elle représente donc une droite fixe ayant pour équation 

a'x -f- b'y -h c' = o, 

à moins que Ton ne donne à X la valeur — h ; dans ce cas, elle est 
indéterminée. 

Si les droites représentées par les équations (a) sont parallèles, 
l'équation (i) représente toutes les droites parallèles aux premières 
quand on fait varier X de — 00 à -4- 00. 

106. Théorème. — Étant donnés trois polynômes entiers en x 
et y, du premier degré, et indépendants 

A^ ax -h by -h c, B =^ a'x -\- b'y -h c'y C^^a'x -h b'y -hc', 

l'équation d'une droite quelconque du plan peut se mettre sous 

la forme 

l\-r- mh -hpC =0, 

Ij m^ p étant des constantes. 

En effet, soit 

ux -+- OJ^ H- tv = o 

l'équation d'une droite quelconque. On peut résoudre le système 

• 

al -h a' m -^ a'p = //, 
bl -+- 6'm -f- b''p = Vj 
cl -^ c' m -h c'p = «', 

car le déterminant des coefficients des inconnues /, m, p est supposé 
différent de zéro. 

107. Théorème. — Les trois polynômes A, B, C étant supposés 
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indépendants, la condition nécessaire et suffisante pour que les^ 
droites représentées par les équations 

Ik -f-wB -hjdC =0, 
/'A -f-zn'B ■+-p'Q =o, 
rA-^m'B -h/?'C = o 



soient concourantes ou parallèles est 



l nx p 
V m' y 
r m' ]/ 



= o. 



En effet, si l'on remplace A, B, C par leurs expressions en x et^, 
on reconnaît que le déterminant complet du système formé par les 
équations du premier degré précédentes est égal au produit 



/ 


m 


P 




a 


b 


c 


/' 


m' 


P' 


X 


a' 


b' 


c' 


/• 


nx' 


p' 




a 


b' 


c' 



le second de ces déterminants étant différent de zéro , la condition 
nécessaire et suffisante pour que ce produit soit nul est que le pre- 
mier facteur soit nul. 

108. On peut établir directement cette proposition. 

Si les trois droites données ont un point commun â7i, yx^ en désignant par 

Al, Bi, Cl ce que deviennent A, B, G quand on y fait x — x^, y—y^^ on 

aura 

/Al H- mBi -h/>Gi = o, 

/'Ai-4-/?i'Bi-+-/>'Gi = o, 

r Kx-\- m''Bi-H/>'Gi — o. 

Or Al, Bi, Cl ne peuvent être nuls tous trois, puisque les droites A, B, G 
n'ont aucun point commun; donc le déterminant o des coefficients de Ai, Bi, 
Cl est nul. 

La conclusion subsiste si les trois droites sont parallèles ; car, si Ton 
nomme â^o, y^ les paramètres directeurs de la direction commune aux trois 
droites, en posant 



on aura 



A' = aa^oH- 6^o» B' = c^ x^ h- 6'j^a, C = a'a?© -h 6'j'o, 

/A' -+-mB' -f-/?C' =o, 
/'A'+m'B' -+-/>' G' = o, 
/'A'-+.m'B'-t-/?'G'=o, 
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et l'on ne peut supposer A' = o, B'=o, C'=o; car les droites A, B, G ne 
sont pas parallèles. 

Réciproquement, si le déterminant o est nul, on peut trouver des nombres 
(Xj p, Y ^^^ ^ous nuls et vérifiant les équations 

olI -4-p/' -h y/' =o, 
a m -H p m' -h Y m' = o, 
ap -+- ^p' -H Y/>' = o, 

et par suite, si U, V, W sont les premiers membres des équations données, 
on aura 

aUH-pV + YW = o; 

donc ces droites sont concourantes ou parallèles. 

109. Résolution de l'inégalité 

AiF-HB^-»-G>o (ou <o). 

Nous établirons d'abord la proposition suivante : La droite re- 
présentée par V équation Ax + By 4- C = o partage le plan en 
deux régions : quand on substitue à x et y dans le polynôme 
Aa?-f-Bv-l-C les coordonnées d'un point appartenant à l'une 
de ces régions, le résultat de la substitution a le signe -+-; pour 
tous les points de Vautre région le résultat a le signe — . 

En effet, supposons, pour fixer les idées, B ^^ o ; la droite A {fig- 4^) 

représentée par Téquation donnée, n'est pas 
parallèle à Taxe des y. Soit M un point 
quelconque, ayant pour coordonnées x',^; 
la parallèle à l'axe des y menée par M ren- 
contre A en un point Q et l'axe des .r en un 
-jr point P; 

y étant l'ordonnée de Q; or, Ajc'-j-By'-j- G = o, d'où il résulte 
que 

Xx'-^ By-+- G = B(y — t') = b X QM. 

Cela posé, nous dirons que le point M est situé par rapport à la 
droite A dang la région des ordonnées positives quand le segment 

QM aura le signe -f-, c'est-à-dire quand le segment QM sera 

dirigé dans le même sens que la demi-droite Ujk; au contraire, si QM 
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a le signe — , c^est-à-dire esl dirigé dans le même sens que la demi- 
droite Oy j nous dirons que le point M est par rapport à A dans la 
région des ordonnées négatives. D'après la formule précédente, 
pour tout point {x',y) situé dans la région des ordonnées positives, 
Ax'-\- By -\- C a le signe de + B; et pour tout point de la région 
des y négatifs, il a le signe de — B. Il résulte encore de ce qui pré- 
cède que Ax'-{-By-\-C et A^'+B^'+G ont le même signe ou 
des signes contraires, suivant que les points (^', y') et (:r'', y) sont 
situés d*un même côté de la droite A ou de côtés différents. Pour 
abréger le langage, nous dirons que le polynôme Ax -\- By + G 
prend au point {^,y) le signe -\- ou le signe — , suivant que 
A^'+ By-^ C a le signe 4- ou le signe — . 

Nous appellerons région positive, par rapport à la droite A, en 
supposant qu'elle soit représentée par l'équation Ax 4- By 4- G = o, 
la région pour laquelle le polynôme Ax 4- By 4- G prend des valeurs 
positives, et région négative celle pour laquelle le même polynôme 
prend des valeurs négatives. D'après ce qui précède, si B est positif, 
la région positive est celle des j^ positifs; c'est au contraire celle des 
y négatifs quand B est négatif. Si B = o, on fera un raisonnement 
analogue, par rapport à Taxe des x. 

Lorsque G est différent de zéro, on peut faire autrement la 
distinction des deux régions; en effet, à l'origine le polynôme 
Ax 4- By 4- G se réduit à G; donc la région positive sera celle qui 
contient l'origine si G est positif, ou celle qui ne contient pas 
l'origine si G est négatif. 

11 convient de remarquer que l'équation de la droite A peut être 
écrite d'une infinité de manières en multipliant A, B, G par un 
facteur arbitraire; on peut donc toujours s'arranger, si cela est utile, 
de manière que la région positive soit celle des y positifs ou celle 
des X positifs, ou encore celle qui contient l'origine si la droite ne 
passe pas par l'origine. 

Gela posé, pour résoudre l'inégalité Ax 4- By 4- G > o, on déter- 
minera d'abord la région positive; x ei y devront être les coor- 
données d'un point quelconque de cette région. 

110. Exemple. — Résoudre l'inégalité o^x — 3^ 4- 1 > o. 
La droite représentée {fig* 4^) par l'équation 

20? — Sj'-h I = o 
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rencontre l'axe des x au point A tel que OA = — 7 et au point B 

tel que OB = 4- i. Pour que Tinégalité don- 
née soit vérifiée, il faut et il suffit que x ely 
soient les coordonnées d'un quelconque des 
points situés par rapport à AB du même côté 
que l'origine. 

m. Applications, — En nommant a, ^ 
les angles que la perpendiculaire abaissée 
de l'origine sur la droite A ayant pour équation h.x -h B^ 4- C = o 

fait avec les axes et en posant 6 — a=p,R = + y/A^ -J- B^ — 2 ABcosO, 
nous avons trouvé 

AsinO o BsinO 

cos « = e — - — , cos B = e — rr — . 

K K 

Prenons sur la demi-droite définie par ces formules, à partir de 
l'origine, un segment dont la valeur absolue soit égale à /. Les coor- 
données a:', y de l'extrémité de ce segment sont déterminées par 
les équations 

x' -\-y cos6 = /cosa, ar'cosO -^y' =■ /cosp, 
d'où 

et par suite 

sinô 



Xx'-^ By-i- C = £ J^ ; ^- C. 



Si l'on suppose la longueur / suffisamment grande, le second 
membre a le signe de e ; donc, si e = -h i , on choisit sur la perpen- 
diculaire à A la demi-droite dirigée vers la région positive du plan 
par rapport à A; à e = — i, correspond la demi-droite dirigée vers 
la région négative. Nous nommerons normale positive à A, la demi- 
droite perpendiculaire à A qui est dirigée vers la région positive 
relative à A, et normale négative celle qui est dirigée en sens 
contraire. 

Problèmes relatifs aux angles. 

112. Problème. — Etant données les équations de deux droites 
A, A', trouver l'angle que la droite ^ fait avec la droite A. 
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Soient 



Aa? -i- B7 -I- C = o, A'x-h B>-f- C'= o 



les équations des droites données. Prenons {Jig. 44) sur la parallèle 
à A menée par Torigine un point quel- 
conque D et sur la parallèle à A' menée aussi 
par Forigine un point quelconque D'. 

L'angle que A' fait avec A est défini à un 
multiple près de u; soit U l'une quelconque 
de ses déterminations. L'angle que OD' fait 
avec OD est défini à un multiple près de 27:; 
soit V l'une quelconque de ses détermina- 
tions ; V diffère de U d'un multiple de tt, de sorte que tang V = tangU. 
Si nous appelons a, b les coordonnées de D et a', b' celles de D', 
nous savons calculer tangV (54), et par suite tangU. Or 

a = XB, 6=-.XA; a' = X'B', 6' = — X'A'; 
en substituant ces valeurs dans la formule 




tangV = 



aa 



(ab'—ba') sin^ 



nous voyons que les facteurs arbitraires \ V disparaissent, et il 

vient 

(AB^--BA^)sine 

Il est facile d'expliquer pourquoi X ni \' ne figurent dans la formule défi- 
flitive; car, si l'on change la valeur absolue de X, sans changer son signe, 

Je point D se déplace, mais le sens de OD ne change pas, de sorte que 

l'angle V n'est pas altéré; si le signe de X change, le sens de OD est 

remplacé par le sens opposé ODi et, par suite, l'angle V varie d'un multiple 
Ae ir, ce qui n*altcre pas sa tangente. 

113. Calcul de cos(A, ^')et de sin(A, A'). — On a, d'après ce qui 
précède, 

cos(A, A') =d= cosV, sin(A, A') =±: sinV, 

sans qu'on puisse savoir quel signe on doit prendre, attendu que 

l'équation de chaque droite A ou A' ne donne ni le sens de OD ni 

celui de OD', qui peuvent être remplacés chacun par' un segment de 
5ens opposé. Or les formules donnant cosV et sinV contiennent en 
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dénominateur les radicaux 

V^a^H- 6*-4- 2a6cos8 et /a'*-+- 6'»-f- 2a'6'cos6, 

que Ton doit prendre en valeur absolue; en remplaçant a, i, «', 6' 
par leurs expressions données plus haut, on obtient 

v/a*-h 6«-h lab cose = zl v/A«-+- B«~ aAB cosO (e=±i), 

/a'j ^- 6'* -4- 2 a' 6' cos e = s' X' y/A'» -h B'» — a A' B' cos (e' = =bi), 

de sorte que 

AA--hBB-~(AB--4-BA-)co8e (AB^- BVjsJpe 
cos(A,A)= j^^r^, , sin(A,A)= ^^^, 

où Ton a posé 

R = -f- /A» -4- B»— 2 AB cos6, R'= -t-v/A'«-H B'«— 2 A'B'cosO. 

Si l'on convient, par exemple, de choisir le point Det le point D' de façon 
que leurs abscisses soient positives, on devra donner à X un signe tel que XB 
soit positif et de même X'B' devra être positif; ensuite, eX et e'X' devant être 
positifs, les signes de e et de e' seront aussi déterminés. 

Lorsque les axes sont rectangulaires les formules précédentes se 
simplifient et deviennent 

. /A AM AB'-BA' ,, ^,, _^ AA'-hBB' 

tang(A, A')= -r-r-, rrrr;, COS(A, A')=± . . » 

^ AA'-+-BB /A«-+-B«v/a'»h-B'* 

. ,^ ^,. AB'-BA' 



/A*-+-B*v/A'*-t-B'« 

m. Usage des coefficients angulaires, — Si les équations des 
droites sont données sous la forme 

jr ~ mx-^ hy y = m'x-hh\ 
il suffit de poser 

A = /n, B= — I, A'=/n', B' = — i 

et Ton obtient 

r -+- mm' -h (m -+• m') cosO 



cos(A, A')=ih — 



/i -h a/n cos 6 -4- m* sj \-k-im' cos6 -h m'- 



tang(A, A')= ; r-. jr» 



sin(A, A') = 



(m' — m) sinO 



v/i -h a/w cos6 -+- m* /i-h am' cos6 -h m'* 
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quand les axes sont rectangulaires 



m' — m .. .,x , I -h mm' 



lang(A, A')= -,, cos(A,A')=± 



1 -^ fnm /r+Tm» /i-i-m'« 

sm(A, A')=± 



m' — m 



v/i H- m* y/i -h m'* 

115. Remarques, — i** Les termes tout connus G, C n'interviennent pas 
dans les formules précédentes. 

2** Les signes des radicaux dans sin(A, A') et cos(A, A') sont les mêmes. 

116. Autre méthode. — Abaissons de Torigine des perpendiculaires sur A 
et A'; en nommant a et a' les angles que les directions positives de ces per> 

pendiculaires font avec Ojt, on a trouvé 



A sinO 
cosa = s — — — , 


cos(e — a) = 8— ^^; 


on en déduit 




sina = 


B — Acos6 


et pareillement 




, .A'sinO 
cosa = e ^, , 


. , ,B'— A'cosO 
sina'=£' 1^; 



D'où, à l'aide d'un calcul facile, 

, AA'H- BB'— (AB'-f- BA') cosÔ 



cos(a'— a) = ee' 



RR' 



. , , , ,(AB'— BA')sinO 
sin(a — a) = SE i ^, , 

..n^^«'- «^ - (AB'--BA-)sine 

langea ^'^ - AA'-f- BB— (AB'-H BA) cosO * 

Or (A, A')= a' — a -h An. On retrouve donc les formules obtenues plus haut. 
Mais on voit que si l'on suppose e£'=-+-i, les formules précédentes donnent 
le cosinus et le sinus de l'angle formé par les normales positives ou par les 
normales négatives; si ee' = — i, on a le cosinus et le sinus de Tangle formé 
par une normale positive et une normale négative. 

117. Condition pour que deux droites définies par leurs équa- 
tions soient orthogonales. — Si D et D' sont les points directeurs 
des droites A et A', pour que ces droites soient rectangulaires, il faut 
et il suffit que OD et OD' soient rectangulaires; la condition de- 
mandée s'obtient en remplaçant a, b et a', b' par leurs expressions 
NiEWENQLOWSKi. — G. an., \. 6 
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XB, — XA; VB', — VA' dans Téquation 

aa'-h bb'-h (ab'-h ba') cos6 = o, 
ce qui donne 

AA'-f- BB'— ( AB'-+- BA') cosO = o, 

ou, si l'on appelle m et m' les coefficients angulaires, 

I -+- mm' -H (m -f- m') cos6 = o. 

Si les axes sont rectangulaires, on a les conditions 

AA' -+- BB' = o 
ou 

I -h mm! = o. 

118. On obtient encore la condition précédente en écrivant que 
tang(A, A') est infinie ou que cos(A, A') est nul. 

De même, en écrivant que tang(A, A') = o ou sin(A, A') = o, on 
retrouve la condition de parallélisme : AB' — BA'= o. 

119. Application. — Condition de parallélisme ou d^orthogo- 
nalité des droites ayant pour équations 

Ao? -h Bj H- G =0 
et 

a b 

i" La condition du parallélisme est 

ka -h B6 =0, 

elle exprime que le point directeur (a, 6) de la seconde droite est 
sur la parallèle à la première, menée par Torigine. 

2^ En remarquant que les paramètres directeurs de la première 
droite sont proportionnels à B, — A, on trouve pour condition d'or- 
thogonalité, si Ton suppose les axes rectangulaires, 



ou 



aB- 


■bK = 





a 
Â 


b 
= B- 





Si les axes sont obliques, la condition est 

aB — ôAh-(BA — Aa)cose =0, 
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ce qui peut s'écrire 

A-~Bcose " B — Acose * 

ou encore 

A B 



a-f-6cos6 acos6 + ^ 

120. Mener par un point donné une droite faisant ai^ec une 
droite donnée un angle donné V. — Soit m le coefficient angulaire 
de la droite donnée ; le problème sera résolu si nous savons calculer 
le coefficient angulaire m' de la droite cherchée. On doit poser 

(m' — m)sinÔ -, 

^ ^ = tangV, 



j H- mm' -h {m -+- m') cosÔ 



TZ 



ce qui donne pour m' une seule valeur. En supposant 6 = - » on 

trouve ' 

m -¥- langV 



m 



I — mlangV 



Le problème analogue de Géométrie élémentaire a deux solutions ; 
l'une des droites trouvées fait avec la proposée un angle égal à V; la 
seconde droite correspond à Tangle u — V. Le coefficient angu- 
laire m^' de cette seconde droite est donné par la formule 

, m — taDgV 

m = r;« 

i-h /ntangV 

121. Remarque. — Pour déterminer une droite faisant des angles 
égaux avec deux droites dont les coefficients angulaires sont m^ m' ; 
on aurait à résoudre l'équation 



\L — m fx 



-m' 



i-\-m\j. i'\-m*\L 

[X étant le coefficient angulaire de la droite demandée, et les axes 
étant supposés rectangulaires. L'équation précédente se réduit à 

(/7i'— m) (i -h fx') = o, 

ou, en supposant m' — m 7^ o, 

I-f- fx' = o. 

Le problème ainsi posé est impossible. Il faut remarquer que la 
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bissectrice d'un angle fait avec ses côtés des angles égaux et de 
signes contraires . 

122. Problème. — Trouver Inéquation de la perpendiculaire 
menée par un point A à une droite A, ainsi que les coordonnées 
du pied de cette perpendiculaire. 

1° Axes rectangulaires. — Soient Xq^ y© les coordonnées du 
point donné Â et 

Téquation de la droite A. 

La perpendiculaire abaissée de Â sur A a pour équation (i 19) 

^^ A B 

On aura les coordonnées du pied de la perpendiculaire en résol- 
vant le système formé par les équations (1) et (2). Pour cela, on 
prend comme inconnue auxiliaire la valeur commune des deux 
rapports (2) et l'on pose 

(3) x = Xo-hAp, y=yo-^Bp\ 

en portant ces valeurs dans Téquation (i), on obtient immédiatement 

A^o±_Bro±_G^ 
^^^ P A»-i-B« 

Les formules (3) et (4) résolvent la question proposée. 

2** Axes obliques, — On procède de la même façon, mais le 
calcul est un peu plus long. La perpendiculaire a pour équation 

A — BcosO B — Acose P' 

en exprimant les coordonnées d'un point de cette perpendiculaire au 
moyen de p et écrivant que ce point est sur la droite donnée, on 
obtient 

— _ A 370 -H B^o-h G 

^ ~~~ A^H-B»— 2ABcose' 
ce qui détermine, comme plus haut, le pied de la perpendiculaire. 
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123. Exercice. — Vérifier que les trois hauteurs d'un triangle sont 
concourantes, — Soient 

A;r -+- B^ -+- G = o, A' j: -h B> -f- G' = o, A" a? H- B> -»- G" = o 

les équations des trois côtés BG, GA, AB du triangle ABG. La hauteur cor- 
respondant au côté BG passant par le point de concours des deux autres 
côtés, son équation est de la forme 

A'ar -h B> H- G' H- X ( k'x H- BV -+- G') = o. 

La condition 

A(A'H-XA'')-hB(B'-hXB') = o 

exprime qu'elle est perpendiculaire au côté BG; on en tire 

A A'-f-BB^ 
AA'-hBB" 

<'t, par suite, cette hauteur a pour équation 

( A'^ -f- B> -f- G') (AA'-h BB*) - ( A'rr -4- B'^ -h G') r AA' -h BB') = o. 

On formera de la même manière les équations des deux autres hauteurs et 
Ton vérifiera que la somme des premiers membres est identiquement nulle, 
ce qui prouve que ces trois droites sont concourantes. 

Problômes relatifs aux distances. 

124. Problème. — Trouver la distance d^ un point défini par 
ses coordonnées à une droite représentée par son équation. 

Soient 4?oî;Ko 'es coordonnées du point donné M {fig* 45) et 

Arr-4-B^-i- G = o 

Féquatîon d'une droite A; enfin, soit 6 Tangle des axes coordonnés. 

Abaissons de Forigine des coordonnées 
une perpendiculaire sur la droite A et pre- 
nons sur cette droite un sens déterminé OZ; ^ 
si MP est la perpendiculaire abaissée du 
point M sur la droite A, nous désignerons 

parrf le segment PM compté avec le signe -|- 

si PM a même sens que OZ, et avec le signe — 

dans le cas contraire, ainsi que nous Tavons fait plus haut (82) 
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L'aDgIe que la demî-droite OZ fait avec la demi- droite Ox étant dé- 
signé par a, nous avons trouvé les formules 

d = a7oCOsa-*-^oCOs(0 — a) — p 
fît 

COBOL =Xk, cos(8 — a) = XB, — y? = XC, X = s 



V^A»-hB«— aABcosd 



Il en résulte que 



/Â«^^B« — aABcose 

t 

Quand les axes sont rectangulaires 

v/a«-4-b« 

Dans tous les cas, on peut poser 

d=: X:(Aa?o-+- B^q-^- G), 

A: étant une constante indépendante des coordonnées du point M. 
En résumé, nous appellerons distance d'un point M à une 

droite A le segment PM, P étant le pied de la perpendiculaire 
abaissée de M sur A. Si Ton prend e =+ i, la formule (i) ou (i)' 
donne pour d une valeur positive quand le point M est dans la région 
positive du plan par rapport à A, et une valeur négative quand le 
point M est dans l'autre région. Quel que soit le signe de e, les dis- 
tances de deux points situés d\in même côté de A auront te même 
signe, et les distances de deux points situés de part et d'autre de A 
auront des signes contraires. 

125. Bissectrices d'un angle. — Soient 

kx-^Bjr-hC=Oy A'o? -f- B> -f- C = o 

les équations des deux côtés de Fangle. Nous aurons l'équation 
d'une bissectrice en exprimant que les distances d'un point (j:, /) 
aux deux côtés de l'angle sont égales, ce qui donne 

Aar-f-B^-t-G ^ A^jgH-B>-^G^ 

/A»-hB2— 2ABCOSÔ /A'«-hB'*— 2A'B'cosO' 

Le signe 4- correspond à la bissectrice située dans les deux ré- 
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gioDS du plan qui ont le même signe par rapport aux deux côtés de 
Tangle, le signe — correspond à Tautre bissectrice. 

126. Autre méthode. — Soient (^^. 46) A et B deux points ayant pour 
coordonnées a, b, et a', b' respectivement; si Ton 
construit un parallélogramme sur OA et OB, le ^^^' 46. 

quatrième sommet M a pour coordonnées a + a' et yi 

6 H- 6'; il en résulte que Téquation de OM est / m 

a? V 



a 



a 



b' 




Si B' est le point symétrique de B par rapport à 
l'origine, on voit de même que la diagonale OM' du g, 
parallélogramme construit sur OA et OB' a pour 
équation 

^ — y 

a — a'" b — b'' 

Si l'on suppose OA = OB = OB', les équations précédentes seront celles des 
bissectrices des angles AOB, AOB', puisque les parallélogrammes que nous 
venons de considérer deviennent des losanges. 

Gela étant, si Ton donne les équations de deux droites, on peut trouver les 
paramètres directeurs de ces droites, et en supposant les points directeurs à 
l'unité de distance, ces paramètres sont, comme nous le savons, 



B 



^= — 



A , ,B' 



6' = 






R et R' ayant les significations indiquées plus haut; il en résulte que lesbis* 
sectrices seront définies par les équations 



B 
R 



21 
R' 



/A A'\' 

-(r^^r^J 



^0 ^^y^ étant les coordonnées du point de concours des deux droites don- 
nées. En développant, on retrouve la même équation que plus haut. 

127. Problème. — Déterminer le rapport dans lequel une 
droite définie par son équation partage un segment, connaissant 
les coordonnées des extrémités de ce segment. 

Si l'on désigne par (^r^,^,), (^2>J^2) les coordonnées des deux 
points M|, M2, un point quelconque M de la droite MiM^ a pour 
coordonnées 



X' — 



iPi -f- A a?j 



y= 
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Écrivons que ce point est sur la droite représentée par l'équation 

Aar-h B^'-+- G = o. 
L'équation obtenue, résolue par rapport à A, donne 

\ _ Aarj-h B^i-h G 

Si l'on désigne par P le polynôme Ax -f- By + C, par P| ce qu'il 
devient quand on remplace x par Xi et y par^i, etc., on a 



MMt 
MMs 



Pi 
Pi 



MM| 



Ce résultat était facile à prévoir, car le rapport r^^ est égal au 

rapport des distances des points M|, M2 à la droite A, et, de plus, ii 
est positif ou négatif suivant que les points M|, Ma sont du même 
côté de A ou de côtés différents. 

Remarque. — Toutes les fois qu'il sera question du rapport dans 

lequel une droite A partage un segment M4M2, nous considérerons 

MM 
le rapport TiTr> M étant le point de rencontre de la droite donnée 

et de la droite M, M2, et nous appellerons ce rapport le rapport de 
partage du segment M 1 M2 par la droite A. 



128. Problème. — Trouver dans quel rapport le segment M| M2 
est coupé par le segment M3M4. 

Soient Xpy yp les coordonnées d'un point M^,; la droite M3M4 
ayant pour équation 

X y I 

arj yz i =0, 

^* yw I 

, , MM, , 

le rapport jt^vt^ a pour valeur 

x% yt I 
^8 yi 1 
^4 yk 1 



^1 


y\ ï 




^3 


r» I 


• 
• 


Xi 


y^ « 





M étant le point de rencontre des deux droites M1M2 et M3M4. En 
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représentant par (/?, q^ r) le déterminant 

xp yp 1 

SCr yr I 

le rapport demandé est égal à (i, 3, 4) : (^; 3, 4)* 

Aire d'un triangle en fonction des coordonnées de ses sommets. 

129. La méthode suivante est due à Edouard Lucas. 

Soit ABC un triangle; nous regarderons l'aire de ce triangle comme posi- 
tive si un mobile, parcourant la circonférence du cercle circonscrit à ABC, 
de manière à rencontrer successivement les sommets A, B, G, tourne dans 
le sens positif; dans le cas contraire, nous regarderons cette aire comme né- 
gative. On peut dire encore dans le premier cas qu*un observateur qui par- 
court le périmètre dans le sens ABC a constamment l'aire du triangle à sa 
gauche. 

Gela étant, soient ABG, A'BG deux triangles ayant même base BG et des 
sommets différents; si Téquation du côté BG est Aar-f- By -h G = o, et si les 
coordonnées des points A et A' sont rPi, y^ et x^^y^, et si Ton représente par 
ABG et A'BG les mesures algébriques des aires de ces triangles définies comme 
nous venons de le faire, 

ABG _ Aa^i-f-B^i-f - G 
A'BG "" A^i-hB^jH-G' 

car les valeurs absolues des aires de ces triangles sont entre elles comme 
les distances des sommets non communs à la base commune, et, d'autre part, 
suivant que les points A et A' sont d'un même côté de la base ou de côtés 
différents, les aires ont le même signe ou des signes différents. 

Gela posé, soient ABG, A'B'G' deux triangles quelconques et a?!, y^, 
Xi, yt, ,.,,x^, y 6 les coordonnées de leurs sommets respectifs; en appli- 
quant les remarques précédentes, on a successivement 

ABG _ (1,2,3) A^BG _ (4, a, 3) A^B^G _ (4,5,3) 

A'BG - (4,2,3)' A'B'G "" (4,5,3/ A'B'G' "" (4,5,6)' 

d'où, en multipliant membre à membre, 

ABG _ (1 ,2,3) 
A'B'G' ~ (4,5,6)' 

Gela étant, supposons (yî^. 47)<îue A', B',G' soient respectivement l'origine, 
le point D(i,o) et le point £(o, i), de sorte que l'aire du triangle ODE soit 
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égale à jsin0; en remarquant que, dans ce cas, le déterminant (4,5,6) est 
•égal à + 1 , on a 

Fig. 47. 
ABC , ., „, 

-,sin6 / ^ 

•c'est-à-dire 



ABC = i sine 



^3 ^j I 





CD 



Remarque, — On comprend maintenant pourquoi on exprime que les 
trois points (j?i,^i), (a?j, ^j), (a?,,^j) sont en ligne droite en écrivant que 
le déterminant précédent est nul. 

130. Trouver Vaire d*un triangle connaissant les équations de ses trois 
côtés, — Soient 

Aa? -h Bj^ -i- C = o, Mx -¥■ B'7 -h G' = o, K'x -h ^^'y -h C = o 

les équations des côtés BG, GA, AB. On obtiendra les coordonnées x^^ yx du 
point A en résolvant le système formé par les deux dernières équations. Dé- 
signant par ay bf c, . . ., c' les coefficients de A, B, G, . . ., G' dans le déter- 
minant du système complet des trois équations précédentes, on aâ?i = — » 

c 

h af h' 

ri= -; de même les coordonnées du point B sont a7j= —> yi= -j- et 
c ce 

celles du point G : a?j = -r» J'j = nr) P^^r suite, 

c c 



ABG=:Xsin 0-4-7 
* ce c 



abc 
a* b' c' 
a' b" c 



ou, en vertu de la propriété fondamentale des déterminants adjoints, 



ABC = -^. 



T.. ce c 



A B G 

A' B' G' 
A" B' G*' 



Remarque, — Gette formule explique pourquoi la condition pour que les 
droites représentées par les équations précédentes soient concourantes s'ob- 
tient en égalant à zéro le déterminant de leurs coefficients. 



131. Aire d^ un polygone convexe, — Soit ABG. . .L un polygone convexe; 

joignons tous ses sommets à l'origine des coordonnées; on a, en grandeur et 

signe, 

OAB H- OBG -f-. . .+ OLA = S, 
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S désignant Taire du polygone comptée avec le signe +, si un mobile par- 
courant le périmètre ABC .L de manière à rencontrer successivement les 
sommets A, B, . . . , L a constamment l'aire à sa gauche. On trouve ainsi 



sm 



Centre de gravité, centre des moyennes distances. 

132. Considérons dans un même plan un nombre quelconque de points 
Ml, Mt) ..., M^ et autant de coefficients /nu m^, ..., m^leur correspon- 
dant respectivement; prenons sur le segment MfMs un point Gi tel que 



/Ht . Gi Mi -f- /nj . G| Mj = o. 
Prenons ensuite sur G| M» un point Gf défini par la relation 



( /nj -h mj ) Gt Gi H- »i3 Gi M3 = o, 



puis sur GsM4 un point Ga défini par la relation 



( /ni 4- m» -t- /ns ) G3 Gj -H m^ G3 M^ = o, 

et ainsi de suite; nous arriverons finalement à un point G^l-i défini par la 
relation 



( /ni -h /nj -f- . . . -H m^—i ) Gj|,_i Gjjt,— j -f- m^^ Gj^-i M jjt = o. 

Il s'agit de calculer les coordonnées du point G{jl_i que nous désignerons 
par G. L'abscisse de Gi est 

/ni -+- /nf 
l'abscisse de G^ est donc 

ntiXi •+- m^Xi~\- fn.%Xz 

) 

/ni-i- /nj-h /ns 

SI l'on suppose que l'abscisse de G^~i soit donnée par la formule 

-- m\X y -\- m^x^-^ ,.,-{- nifcXfe 

/ni -h /nj -h ... H- /njfc 
celle de Gj^ sera 

(/ni H- /n^-H. . .-4- mk)^k-\-^ ^k-¥i^k-^\ 
/ni -+- /nj -h . . . 4- /n^ -h /n^+i 
ou 

/n I a?i -h /nj iCj H- . . . H- îYtkXk H- /njt-Hi ^Am-i 



/ni -f- /nj -+-,..-+- /n^-i-i 



j 
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il en résulte que Tabscisse du point G est donnée par la formule 

et l'on verrait de même que son ordonnée est définie par l'équation 

on peut donc poser 

_. S m a? ^ 2m^ 

A = -z; 9 Y = _ ■ * 

La symétrie de ces formules montre que, quel que soit l'ordre dans lequel 
on compose les points donnés, on arrivera toujours au même point G. 

Les formules précédentes expriment que le produit de la distance du point G 
à l'un quelconque des axes, c'est-à-dire à une droite quelconque du plan, 
par la somme des coefficients est égal à la somme des produits de la distance 
de chaque point à la même droite, multipliée par le coefficient correspondant. 
Cette propriété est caractéristique. En effet, cherchons un point X, Y satis- 
faisant à cette condition relativement à une droite que nous pouvons définir 
par l'équation 

sr cosa -hy cos(6 — a) — p = o, 

nous devons avoir, en posant Lm = M, 

M [X cosa 4- Ycos(ô — a) — p]= Smjt[iFjtcosa -H^^cos(8 — a) — ^] 

ou, en simplifiant, 

cosa(MX — I.mx) ■+- cos(8 — a)(MY — X.my)= o. 

Cette condition doit être vérifiée quelle que soit la droite donnée; en parti- 

culier, si l'on suppose a = -i elle se réduit à MY = ^my et si — a = -» 

à MX = l,mx; ces deux conditions sont donc nécessaires, et elles sont évi- 
demment suffisantes. 

En supposant que m\, mj, . . ., m^ soient les masses d'un système de points 
matériels Mi, Mj, . .., Mji., le point G se nomme le centre de gravité de ce 
système. Lorsque les coefficients mi, /nj, ..., m^ sont égaux entre eux, le 
centre de gravité prend le nom de centre des moyennes distances; ses coor- 
données sont 

A = j I = : 

on voit que la distance à une droite du centre des moyennes distances d'un 
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système de points est la moyenne arithmétique des distances de ces points à 
la droite. 

11 résulte de ce qui précède que le point de concours des médianes d'un 
triangle a pour coordonnées les moyennes arithmétiques des coordonnées do 
ses sommets. En effet, si nous attribuons aux sommets des coefficients égaux 
à + I, on devra prendre d'abord le milieu D de BG par exemple et lui attri- 
buer le coefficient 2 ; et ensuite on partagera AD au point G dans le rapport -[ 

de sorte que 2DG + GA = o; le point G aura pour coordonnées 

371 -t- rr> -4- 373 7l-+-ri-H7» , 

3 ' 3 ' 

ce point est sur la médiane AD; la symétrie de ces expressions montre qu'il 
est sur chacune des deux autres médianes. 



Transversales. 

133. Théorème. — Le produit des rapports segmentaires déterminés 
sur le périmètre d'un polygone par une droite quelconque est égal 

Soit MiMj...M|A un polygone quelconque; une droite quelconque A 
coupoles côtés MiMj, MsM3, ..., Mj^Mi aux points Pi, Pj, ..., Pj^ respec- 
tivement; je dis que 

PjM, PjM, PtjMtx _ 

P,M. ^V:W^^ '" ^ Pj,Mt ~^'' 

En effet, soit \x -r- Bjr -h G = o Téquation de la transversale A. Représentons 
par A^ le résultat de la substitution de Xi- et yk à x et y dans le polynôme 
A jr -T- By -+- G ; on a 

P,Mt _ A, P, M, _ Aj PpiM^x __ AjjL 

P,Mj~A,' FïMa^Aa' P^Mj ~ A^ 

Donc 

P,M, ^ PîMa ^ -^ P^M, 

_ ^ ^ -V ___ j 

~" A, A3 ■ " A, 

En particulier, soit (Jig. 48) un triangle ABG 
coupé par une transversale DEF, on a 

DB EG FA _ 
DG ^ EÂ ^ FB "■^'' 
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Id'I. Réciproquement, si la relation précédente est vérifiée, les trois 
points D, E, F sont en ligne droite. 

En effet, soit F' le point où la droite DE coupe le côté AB; on a 

DB EG FA _ 
DG^ EA ^ F'B "■"^^' 

en comparant les deux égalités précédentes, on trouve 

FA FA 
FB ~ F'B' 

ce qui démontre que les points F et F' coïncident ; autrement dit, les trois 
points D, E, F sont en ligne droite. 

On peut aussi énoncer une réciproque dans le cas général : si les points P|, 
^ii ••-9 1^|A vérifient la relation trouvée plus haut, et si |i — i de ces points 
sont sur une ligne droite, le |jl'^^ est aussi sur cette droite. La démonstration 
se fait comme dans le cas du triangle. 

11 convient de remarquer que le théorème subsiste lorsqu'on suppose que 
un ou plusieurs points sont à l'infini. Si la transversale est parallèle au côté 



M 



Pi M, 



iMj par exemple, il faudra remplacer le rapport p^-jrp par -+-i 



i3S. Démonstration géométrique, — Poncelet a donné une démonstration 
très simple du théorème précédent. 

Supposons que le côté MiM^ par exemple ne soit pas parallèle à la trans- 
versale et projetons sur la droite indéfinie MiMf les sommets Mj, M^, . . . , M^l 
parallèlement à la transversale en /tij, m^^ ..., m^; les points de rencontre 
de la transversale avec les difl'érents côtés du polygone seront tous projetés 

en Pi. Considérons Tun quelconque des rapports =—j|j — ^ par exemple, ce 

». Px-Ma- Pi/w/. , , , » 

rapport est projectif. autrement dit -^ = î^ > et le théorème a 

démontrer revient à une égalité évidente 

PjMi Pi M, Pi ma Pi/^ji-i Pim^ _ 

p7M"«^ Pi/n, ^ p7^^--^ Pj/nj, ^ pTWÛ""^'- 

Bemarque. — 11 est à peine utile d'ajouter que si l'on parcourt le périmètre 
du polygone en sens contraire on forme des rapports inverses des précédents, 
dont le produit est encore égal à + 1 

PtjMi Pti-i M^, PiM, _ 

Pj^Mp, ^ P^-iM^-i ^''^ PiMi -^'- 

136. Théorème. — Les droites joignant les sommets d'un triangle à un 
point P pris dans le plan du triangle déterminent sur les côtés du 
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9^ 



triangle des rapports segmentaires dont le produit égale — i ; et réci- 
proquement. 

En effet, rapportons la figure {fig. 49) à deux axes quelconques et soient 
^u y\\ ^if y\\ ^3> y%\ ^\i y^ ^^^ coordonnées des sommets A, B, G et du 
point P. On a trouvé plus haut (128) 

Fig. 49. 

A 



PB ^ (1,4,2) 
DC (1,4,3)' 



EG ^ (2,4,3) 
EA (2,4,1)* 

FA ^ (3,4,1) 
FB (3,4,2)* 

En multipliant membre à membre et simplifiant 

DB EC FA __ 
DG ^ EA ^ FB ■" '• 




137. Réciproquement, la relation précédente exprime que les droites AD, 
BE, GF sont concourantes. En effet, soit P ce point de concours (à dis- 
tance finie ou à Tinfini) des deux droites AD, BE et soit F' le point où la 
droite GF rencontre AB ; on aura 



DB EG FA 
DG ^ EA ^ FB 






donc 



FA FVA 

FB "" F B ' ^^^* 



138. Transversales réciproques, — Soit {fig. 5o) A une transversale ren- 
contrant les côtés d'un triangle aux points D, £, F. Si l'on considère les 
points D', £', F', symétriques de chacun des points D, E, F par rapport au 
milieu du côté correspondant, les trois points D', £', F' sont en ligne droite; 
en effet 

DX _ DB Fig. 5o. 

D^ "~ DG' 

F' B FA 



donc 






FA FB 

E A _ EG 
E'G " EA' 




D^G FB FA 
DB ^ FA ^ FG 



= -f-i. 



Les droites DEF, D'E'F' ont été nommées transversales réciproques. 
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Fig. 5i 
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M. G. de Longchamps a fait de nombreuses 
applications de cette remarque si simple. 

De même (^fig^ 5i), si Ton suppose que les 
droites AD, B£, GF soient concourantes, les 
droites AD', BE', GF' sont aussi concourantes, 
D', E', F' étant déduits de D, E, F par le même 
procédé. 



Division harmonique. 



139. Soient {^fig* 52) A, B, C, D quatre points en ligne droite. 
Lorsque 

CA DA 

GB ~ DB' 



(1) 



on dit que C et D sont conjugués harmoniques par rapport à A et B. 
L'égalité précédente pouvant être mise sous la forme 



AC 
AD 



BC 
BD 



on en conclut que A et B sont conjugués harmoniques par rapport à 
C et D. On dit encore que les quatre points A, B, C, D forment une 
division harmonique. On convient toujours d'énoncer ces quatre 

points de façon que les deux pre- 
^^' miers soient conjugués par rap- 

" A c B 5 x. port aux deux derniers. 

Supposons que l'on prenne sur 
la droite AB une origine quelconque O et une direction positive Ox, 
et que les points A, B, C, D aient respectivement pour abscisses j:,, 
^2» ^3? ^4î 1^ conjugaison harmonique de ces quatre points est déli- 
nie par l'équation 

Tx — T^ _ Xx — X^ 



— O, 



ou bien 

(-0 



Xi — X-^ Xi — X\, 



(x^-\- Xi){x^-\- X'^) = 2{XiXi-i-XiX^), 



140. En plaçant diversement l'origine, on met la relation harmo- 
nique sous différentes formes particulières : i° Si l'on suppose Tori- 
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gine placée en D de sorte que x^=o, la relation générale (2) de- 
vient 

OU 

•>. _ I I 

X3 Xi Xf 

c'est-à-dire 

1 I I 



^^^ DG ~ DA ■ DB 

Cette relation est donc équivalente à la relation (i). Elle exprime que 
le segment DC est la moyenne harmonique des segments DA et DB. 

La relation (3) a été généralisée : étant donnés /i points en ligne droite 

Al, A], ..., A,2) on appelle conjugué harmonique d'un point O pris sur la 

droite considérée, par rapport aux points Ai, Aj, ..., A,» le point M défini 

par l'équation 

n I T I 



OM 0A| OA, OA« 

2** Supposons en second lieu l'origine placée au milieu de AB; 
dans ce cas ^i + ^2 = o et la relation (2) devient 

X^Xi, = x\. 

Ainsi, en supposant que le point O {Jig' 53) soit le milieu de AB 
et que C et D soient conjugués harmoniques 
par rapport à A et B, on a Fig. 53. 




OG.OD = OA , 

et réciproquement. Celte relation exprime 
que le cercle décrit sur AB comme diamètre 
coupe à angle droit tout' cercle passant par 
C et ti. Réciproquement, si ces cercles se 
coupent à angle droit, A, B, C, D est une division harmonique. 

3® Enfîn l'égalité (3) peut prendre une autre forme; en effet, on 
en déduit 

DÂ-hDB 



DA.DB = DG 



2 



c'est-à-dire, en supposant toujours que le point O soit le milieu 

NiEWBNQLOWSKI. — G. an., I. 7 









98 CHAPITRE II. 

de AB, 

DA.DB = DG.DO. 

m. Il convient encore de remarquer que, si ^ = A*, on a 

CA _ A: -4-1 
CB - A — I ' 



Rapport anliarmonique. 

142. Étant donnés quatre points en ligne droite A, B, C, D, nous 
appellerons rapport anharmonique de ces quatre points le rapport 

rïï • HR ^"' ^^ conservant les notations précédentes, 

J7, — :r3 .r, — x,, 

, • 

X^ — Xi Xf — x^ 

Nous représenterons ce rapport par la notation (ABCD). 

On vérifie sans difficulté que le rapport anharmonique des quatre 
points 

\ iH-Xi ' i-hXi /' '"' V i-hXi ' 1-HX4 / 
est égal à 

Xi — X} ^ Al — X4 ^ 

Aj — Xs Xj — Xv 

143. Remarque.— D'une manière générale, si l'on appelle ra/7/7or/ anhar- 
monique le quotient des rapports des distances de deux des points aux deux 
autres, ce qui donne les rapports (ABCD), (ACBD), (AGDB), ..., on 
obtient ainsi 1.2.3.4 ou M rapports. Ces rapports sont égaux quatre par 
quatre. En effet, on a par exemple 

CA . DA _ GA.DB _ DB.GA _ ACBD _ BD.AG 
(ABCD)- CB ' DB ~ CB.DA "" DA. GB ' AD.BG ~ BG.AD' 

c'est-à-dire 

(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA), 

ce qui donne quatre rapports égaux dans lesquels AetB sont conjugués ainsi 
que C et D. Donc ie rapport anharmonique de quatre points ne change 
pas quand on permute deux de ces points pourvu que Von permute en 
même temps les deux autres. 

Si Ton permute deux points conjugués sans permuter les deux autres, on 
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obtient le rapport inverse; le rapport (ABGD) est égal à l'inverse du rapport 
(ABDC). 
Les rapports 

(ABGD), (AGDB), (ADGB) 

sont distincts. Désignons-les par X, ji, v. 
De l'identité 



on déduit 



ou bien 



c'est-à-dire 



AG.BD = AD.BC -4- AB.CD, 



AC.BD 






AB.GD 



AD.BG 

GÂ ï5a 



AD.BG 



BA DA 



CB DB BG DG 



1 -i = T . 

1-^ 



= I, 



Pareillement, en divisant successivement par AB.GD et par AG.BD, on ob- 
tient 



;jL-f- - =1, 

V 



x='- 



Enfin on vérifie immédiatement que X|jlv = — i. 

Si les quatre points A, B, G, D sont distincts, aucun des rapports X, jx, v 
ne peut être nul ni infini; il résulte des relations que nous venons d'obtenir 
qu'aucun des rapports ne peut être égal à -hi; car, si X = H-i, on aurait v = o. 
ce qui est impossible; on voit encore que deux des trois rapports X, 11, v sont 
positifs et le troisième négatif. 

Il résulte de ce qui précède que. si deux systèmes de quatre points en ligne 
droite A, B, G, D et A', B', G', D' ont un rapport anharmonique égal, tous 
les rapports anharmoniques du premier système sont respectivement égaux 
à ceux du second. 

Si X ~ — I , la division A, B, G, D est harmonique : dans ce cas p. = -j, v = 2. 



Fig. 54. 



144. Théorème fondamental. — Le rapport anharmonique 
des points d^ intersection d'un faisceau de 
quatre droites concourantes par une transver- 
sale quelconque est indépendant de la posi- 
tion de cette transversale. 

Soient {fig. 54) P = o, Q = o les équations 
de deux droites passant par le point de con- 
cours O de quatre droites OA, OB, OC, OD ; ces 
droites ont des équations de la forme 

P-hX,Q = o, P-»-X4Q = o, P-hX3Q = o, F + XvQ = o. 
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Soient «, 6, c, elles points d'intersection de la transversale avec 
ces droites et désignons par a;^^ y^ et x^^ y 2 les coordonnées des 
points a, 6. En désignant par Pi, Q^ ce que deviennent P et Q 
quand on substitue k x ely^ x^ et^i et par Pj et Q2 les résultats de 
la substitution àe x^^ x et de y^ à y, on a 

I 

ca ^ Pi H- ^sQi . 

mais, le point a étant sur OA, P< -h ^\ Qi = o, d'où P^ = — A, Qi ; 
de même P2 = — ^^iQa, de sorte que 

ch X3 — X2 Qî ' 
on aura de la même manière 

da ^ X4 — Xi Qi 
X4 — ^î Q2 
et, par suite, 

^3 — X| ^ Xy — Xj 

A3 — Aj À^ — Aj 

Ce rapport est donc indépendant de la position de la sécante ; on le 
nomme le rapport anharmonique du faisceau et on le représente 
par la notation (O.ABCD). La démonstration subsiste évidemment si 
les quatre droites sont parallèles. On dit que le faisceau est harmo- 
nique quand (O.ABCD) = — i, c'est-à-dire 

Xa — Xj ^ X4 — Aj 

Xj, — Xj X4 — Xj 

ou encore 

(X,-h Xi)(X3-h X4)= 2(XiX,-+- X3X4). 

145. Cas particulier. — Les quatre droites sont représentées par 
des équations de la forme 

P = o, Q = o, P-+-XQ = o, P-+-fiQ = o. 

En procédant comme plus haut, ou bien en supposant \\ = o, 
)v3 = \ X4= |JL et faisant croître X2 indéfiniment dans la formule pré- 
cédente, on trouve 

(O.ABGD)=-. 





db 


ca 
cb 


da 
' db 



: • : •; :.: : 
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Dans ce cas, pour que le faisceau soit harmonique, il faut et il 
suffit que 7^= — [JL, de sorte que le système d'équations 

P = o, Q = o, P-f-XQ = o, P-XQ = o 

représente un faisceau harmonique, les deux premières droites étant 
conjuguées par rapport aux deux autres et inversement. 

En particulier, considérons les droites représentées par les équa- 
tions 



y — mix = o, y — /n^iF = o, y — m^x — o^ 
leur rapport enharmonique est égal à 

et le rapport anharraonique des quatre droites 



y — m^x — Q\ 



r = o, 



x = o, 



y — mx = o, 



y — /?i a? = o 



est égal à —,\ enfin y — mx == o, j^ 4- nix = o représentent deux 
tfi' 

droites conjuguées harmoniques par rapport aux axes. 



146. Démonstration géométrique du théorème précédent, — Soit 
(Jlg. 55) O.ABGD un faisceau de quatre droites coupées en a, b, c, d par 
une transversale, menons par c une parallèle à 
OD, qui rencontre OA en e, OB en/; on a 



Pig. 55. 



d'où 



ca 
da 


ce 
-do' 


cb 
db 




ca , da 
cb ' db 


ce 



do 



En faisant les mêmes raisonnements pour une 
deuxième transversale a'b'c'd\ on aura 



c'a' da' 



c'e' 



I S.I 



c'b"d'b' c'J 




, j ca da c'a! d' a! , „ 

ce qui prouve que les deux rapports "t ^ ^r et -rj-, \ -p-p sont égaux. En 

regardant a', 6', c', d! comme les projections coniques de a, 6, c, d, on peut 
dire que le rapport anharmonique e%l projectif. 

Pour que le rapport anharmonique soit égal à — i, il faut et il suffit que 
c soit le milieu de ef. Ainsi, pour que deux droites OC, OD soient con- 
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juguées harmoniques par rapport à OA et OB, il faut et il suffît que la 
droite OC partage en deux, parties égales une sécante parallèle à OD et 
comprise entre OA et OB. 
Il convient encore de rappeler que 



ca __ Oa.Oc.sin(C.A) 
'cb ~" 06.0c.sin(C.B) 



da Oa.Orf.sin(D.A) 
56 ~ 06.0t;.sin(D.B) 



de sorte que 



ca ^ da sin(C.A) sin(D.A) 
cb ' db'^ sin(C.B) " sin(D.B)' 



Cette relation montre bien que le rapport -j : -^ est indépendant de la po- 
sition de la sécante et ne dépend que des positions relatives des rayons du 
faisceau. 



147. Théorème. — Quand deux faisceaux ont un rayon commun et 

même rapport anharmonique, les points 
l'»g- 56- d'intersection des rayons conjugués sont 

en ligne droite. 

Soient, en effet {Jig. 56), O.ABCD et 
O'.A'B'C'D' deux faisceaux avant un rayon 
commun, OA coïncidant avec O'A', et tels 
que 

(O.ABCD) = (0'.A'B'C'D'); 

soient b le point d'intersection des rayons 
correspondants OB, OB', et c le point d'in- 
tersection des rayons OC, OC et supposons que la droite bc coupe 00' au 
point a; je dis que bc passe par le point de concours des deux rayons OD, 
OD'. En effet, supposons que bc coupe OD en un point d et OD' en un 
point d'. On a vu que] 

(O.ABCD) = {abcd) et (O'.A'B'C'D') = (abcd'). 

iMais les premiers membres de ces égalités sont égaux par hypothèse, donc 
{abcd) = {abcd'), ce qui exige que les points d et d' coïncident. Le théo- 
rème est donc démontré. 




Polaire d'un point par rapport à un angle. 



148. Définition, — On dit que deux poînt.s A, M sont conjugués 
harmoniques par rapport à un angle, lorsque ces points sont 
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conjugués harmoniques par rapport aux points d^intersection de 
la droite AM et des deux côtés de Tangle. 

149. Théorème. — Ze lieu géométrique des conjugués harmo- 
niques (Tun point A par rapport à un angle est une droite qui 
passe par le sommet de cet angle. 

En effet, si l'on mène par le point A i^fig. 67) une sécante quel- 
conque coupant les côtés de Tangle donné 
en P et Q et que l'on détermine le con- ^^^' ^'* 

jagué harmonique de A par rapport à 
P, Q, le faisceau (O.AM PQ) est harmo- 
nique. Le point M est donc sur le rayon 
conjugué de OA par rapport aux droites 
OiC, Oy et, réciproquement, si l'on 
prend sur le rayon conjugué de OA un 
point quelconque M, la sécante AM cou- 
pant Ox en P et Oy en Q, les quatre points A, M, P, Q forment 
une division harmonique et par suite A et M sont conjugués par 
rapport à l'angle xQy. Il en résulte que le lieu des conjugués har- 
moniques de A par rapport à Tangle xOy est une droite et en outre 
on voit que le lieu est le même pour tous les points de la droite OA. 

150. On obtient simplement ces résultats par le calcul. Prenons 
pour axes de coordonnées les deux côtés de Tangle et soient a, b les 
coordonnées du point k\ x^ y celles de M. L'axe des x détermine 

sur le segment AM un rapport ayant pour expression 




On a de même 



PM y 
P\ ^ h 

QM X 



— 9 



et comme on doit avoir 



QA a 



PM QM _ 
PA "*" QA ~ °' 



l'équation du lieu de M est 



X y 



104 CHAPITRE II. 

OU 

bx -i- ay = o. 

La droite OÂ a pour équation 

bx — a y = o; 

ce qui montre que le faisceau des quatre droites Ox, Oy, OA, OM 
est un faisceau harmonique. 

La droite OM se nomme la polaire de A. 

151. Le calcul ne serait pas plus compliqué en prenant des a^ces quel- 
conques. Soient, en effet, P = o, Q = o les équations des côtés OP, OQ de 
l'angle donné, et x^^ y^ les coordonnées du point A; en appelant Po, Qo ce 
que deviennent P et Q quand on y remplace les coordonnées variables ar, y^ 
ou, comme on dit, les coordonnées courantes, par les coordonnées a?o, j^o> 

on a 

PM _ £ QM _ Q 

PA "~ Po' QA ~ Qo' 



l'équation du lieu est donc 



P Q 
Po"^Qo=" 



ou 



PQo-+-QPo = o. 

L'équation de OA est évidemment 

■ PQo-QPo = o, 

et l'on voit bien que le faisceau des quatre droites représentées par les 
équations 

P = o, Q=o, PQo— QPo = o, PQo-hQPo = o 

est un faisceau harmonique. 

152. Construction de la polaire d^un point par rapport à un 

angle, — Si l'on mène {Jig» 58) AB parallèle 
à O^ et que Ton construise BC = AB, on sait 
que OC sera le rayon conjugué de OA par rap- 
port à Ox et Oy; on a ainsi une première con- 
struction de la polaire du point A par rapport à 
Tangle xOy. 

Voici une autre construction {/ig» 5q), On 
mène par le point A les deux sécantes rencon- 
trant O^ en B et D et Oy en C et E et Ton mène les droites BE, 
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Fig .59. 



CD; leur point de concours M appartient à la polaire de A. En 

effet, soient R et S les conjugués de A 

par rapport à B, C et à D, E. La droite RS 

étant la polaire de A par rapport à Tangle 

xOy et aussi par rapport à l'angle BMC 

passe par les sommets O et M de ces deux 

angles; donc OM esl la polaire de A. C'est 

d'ailleurs ce que Ton vérifie par le calcul 

suivant. Posons OB = a, OC = p ; OD = a', 

OE = P' et appelons, comme plus haut, a, b les coordonnées de A. 
Les coordonnées x^y du point M vérifient les équations des droites 
BE, CD ; donc 




(I) 



(2) 



X 






X y 

h- — ^ I 



Mais, le point A étant sur les droites BC et DE, ses coordonnées vé- 
rifient les équations 



(3) 



(/i) 



a b 

a p 

a b 



Or, en retranchant membre à membre les équations (i) et (2), on 
obtient 



(5) 



K^-?)"^(p-f)=" 



Les équations (3) et (4) donnent de même 



(6) 



«G-?)-^Kf-P^)=°- 



On déduit des équations (5) et (6), en remarquant que les différence! 

> ®^ g — '^' ^^ ^^^^ P^^ nulles, 

bx -fr ay = o, 



ce qui prouve bien que M est sur la polaire de A. 



io6 
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Quadrilatère complet. 

153. Soit {fig,^) ABGDEF un quadrilatère complet, c'est-à-dire la figure 

formée par quatre droites AB, BG, BD, DA. Dési- 
gnons par X = o, Y = o, Z = o les équations des 
trois diagonales AG, EF, BD, rapportées à deux axes 
de coordonnées quelconques ; nous voulons former les 
équations des quatre côtés du quadrilatère. 
La droite AB a une équation de la forme 



Fig. 60. 




(AB) 



a\ -\- ^Yh-cZ = o. 



La droite BP passant par l'intersection de AB et de 
LM, son équation est de la forme 

aX-+-6Y-4-cZ-4-XZ=:o 



et comme cette droite passe par P qui est défini par l'intersection des droites 
INIP, LP, qui ont pour équations X = o,'Y = o, on doit prendre X = — c; mais 
les quatre droites AB, BG, BP, BM forment un faisceau harmonique et les 
droites conjuguées BP, BM ayant pour équations ûXh-6Y = o, Z = o;ilen 
résulte que l'équation de BG, conjuguée de AB, est 



(BC) 



aXn- ^Y — cZ = 0. 



En remarquant que l'équation de AL est évidemment b\ 
trouve de la même manière que AD a pour équation 



-t- cZ = o, on 



(AD) 



aX H- b\ -4- cZ = o. 



Pareillement, en considérant que DP a pour équation aX — 6 Y = o, on voit 
que l'équation de GD est 



(GD) 



a\ — 6Y-f-cZ = o. 



En posant aX = X', 6Y = Y', cZ = Z', les équations des diagonales sont 
X'= o, Y'= o, Z' = o et celles des quatre côtés du quadrilatère 

X'-hY'-i-Z'=o, X'-hY'-Z' = o, X'— Y'-4-Z' = o, — X'-h Y'-hZ'= o. 

Nous pouvons effacer les accents et représenter l'ensemble des quatre côtés 
par les équations contenues dans la formule 

eX-h£'Y-he'Z = o (e=±i, £' = ±i, £'=1^11). 



154. Théorème. — Les milieux des diagonales d'un quadrilatère com- 
plet sont en ligne droite. 
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Prenons pour axes i^fig. 61) deux côtés consécutifs OA, OC du quadrila- 
tère 0A6G et soient L, M, P les milieux des 



diagonales OB, AG, DE. Si l'on pose OA = a, 

OC = c, OD = rf, OE = e, les coordonnées 

CL c de 

de M sont- 9 - et celles de P : -> - et par 

2 2 2 2 

suite MP a pour équation 

(i) ix{c—e) — 7^y{a — d)->r ae — cd = o. 



Fig. 61. 




<x> 



Le point L est à l'intersection des droites 
menées parallèlement à AE et à CD et à des 

distances de l'origine respectivement deux fois plus petites; ces parallèles ont 
pour équations 

(2) 



'lex -\- lay — ae = o, 
icx -i- i.dy — cd ^ o. 



En multipliant par — i le premier membre de la dernière équation et ajoutant 
ensuite membre à membre avec les deux autres, on trouve identiquement 
zéro; donc les trois droites représentées par ces équations sont concourantes, 
ce qui démontre la proposition. 



Triangles homologiques. 

155. Théorème. — Si les côtés de deux triangles ABC, A'B'C'^e coupent 
deux à deux en trois points L, M, P situés en ligne droite, les droites 
AA', BB', ce joignant les sommets oppo- 
sés sont concourantes, et réciproquement . 

Donnons-nous les équations des droites BC, 
AC, AB {Jig» 62) et soient respectivement 
Xi = 0, Yi = o, Zi = o les équations de ces 
trois droites. L'équation de LMP est de la 
forme aXi-f- pYj-f- yZj = o; par suite, en po- 
sant aXi^X, pYi^Y, Y^i^Z, les équa- 
tions des côtés du triangle ABC seront X = o, 
Y= o, Z = o, et l'équation de LMP devient 

X-+-Y + Z = o. 

Les équations des côtés B'df C'A', A'B' seront respectivement de la forme 

(B'C) aX-h Y -h Z = o, 

(C'A') Xh-ôYh- Z = o, 

(A'B') X-h Y-4-cZ = o. 
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L'équation de A A' doit être de la forme p Y -h yZ = o; mais celte équation 
doit être aussi une combinaison linéaire des équations de C'A' et de A'B'; 
son équation est donc 

(^^-i)Y=(c-i)Z. 
Pareillement BB' et CC ont pour équations 

(r — i)Z=(a~ i)X, 

on voit que ces trois droites sont concourantes, puisqu'on obtient une identité 
en ajoutant leurs équations membre à membre. 

156. Réciproquement, si les trois droites AA', BB', CC sont concourantes, 

soient 

X = o, Y=o, Z=o 

les équations des droites BC, OC, OB. 

On peut supposer, en employant un artifice analogue à celui qui nous a 
servi plus haut, les coefficients de X, Y, Z déterminés de façon que AC et AB 
aient respectivement pour équations 

(AC) X-4-Y=o, 

(AB) X-hZ^o; 

en retranchant membre à membre, on obtient Téquation 

Y — Z = o, 

qui représente évidemment la droite OA. 

Soit T = o l'équation de B'C; on peut supposer les coefficients de T déter- 
minés de façon que A'C ait pour équation 

Y-+-T = o; 

or, en retranchant membre à membre les équations de OA et A'C, on obtient 

Z-+-T = 0. 

Cette équation représente une droite passant par B' et par le point de ren- 
contre A' de OB et A'C; c'est donc l'équation de A'B'. En résumé les côtés 
du triangle ABC ont respectivement pour équations 

X = o, X-hY = o, X-4-Z=o, 

et ceux du triangle A'B'C 

T = o, Y-i-T = o, Z-hT = o. 
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Il est évident que les côtés du premier triangle rencontrent les côtés corres- 
pondants du second en trois points situés sur la droite ayant pour équation 

X — T = o. 

157. Le théorème précédent, dû à Desargues, peut être énoncé d'une autre 
manière. En regardant ABC et A' B' G' comme étant deux positions successives 
d*un triangle qui se déplace et se déforme, on a cette proposition : Si les trois 
côtés d'un triangle variable ABC pivotent autour de trois points L, M, P 
situés en ligne droite^ deux des sommets A, B glissant sur deux droites 
fixes A, A', le troisième sommet G décrit aussi une droite fixe A" qui passe 
par le point commun à ^ et A'. 

158. Il est facile de généraliser : Si les côtés d'un polygone plan pivotent 
autour de points fixes situés en ligne droite et que tous les sommets sauf 
un décrivent des droites fixes j le dernier sommet décrit aussi une droite 
fixe. Il suffit de faire voir que si le théorème est vrai pour un polygone de 
n — i côtés, il sera encore vrai pour un polygone de n côtés, attendu qu'il 
vient d'être prouvé pour n = 3. Or soit un pentagone ABGDË, et supposons 
que les sommets A, B, D, E décrivent des lignes droites, tous les côtés d'ail- 
leurs pivotant autour des points situés en ligne droite. Prolongeons AB et DG 
jusqu'à leur point d'intersection M. 

Les sommets A, D, E du quadrilatère AMDE décrivant des droites, il en 
sera de même du point M, si l'on suppose le théorème vrai pour le quadri- 
latère; or, en appliquant le théorème au triangle BMG, on voit que le point G 
<lécrit aussi une droite. On peut donc regarder la proposition comme établie 
dans toute sa généralité. 

EXERCICES. 

1. Démontrer par la transformation des coordonnées que l'équation d'une 
droite est du premier degré, et réciproquement. 

— On prend la droite donnée pour axe de x. Réciproquement, on fait une 
transformation de coordonnées qui fasse disparaître un coefficient de l'équa- 
tion générale. 

2. Vérifier que Aa? -4- By -h G = o représente une droite en faisant remar- 
quer que, si les coordonnées de deux points Mi, M2 vérifient cette équation, 
celles d'un point quelconque de MiM^ la vérifient aussi. 

3. Gonstruire la droite qui a pour équation (axes rectangulaires) 

(a«H- 6*) (ax -4- by) -{-a^b^= o. 

— Ghercher le point où cette droite coupe la perpendiculaire abaissée 
de l'origine sur la droite qui joint les traces sur les axes de la droite de- 
mandée. 
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A. Une droite se meut de manière que les segments qu'elle détermine sur 
les côtés d'un angle donné, à partir de son sommet, aient une somme ou une 
différence constante. Trouver le lieu du point qui partage la portion de 
cette droite, comprise entre les côtés de l'angle, dans un rapport donné. 

5. Une droite se meut de manière que les segments qu'elle détermine sur 
les côtés d'un angle, à partir de son sommet, aient une somme ou une diffé- 
rence constante. Lieu du point de concours des perpendiculaires menées aux 
côtés de cet angle par les points où ils rencontrent la sécante considérée. 

6. Une sécante à un angle se meut de manière à être coupée par les côtés 
de l'angle dans un rapport donné, trouver le lieu du point d'intersection 
des perpendiculaires menées, par les traces de cette sécante sur les côtés de 
l'angle, à ces côtés. 

7. Des points d'une droite fixe on abaisse des perpendiculaires sur les 
côtés d'un angle; lieu du point qui partage dans un rapport donné la droite 
joignant les pieds de ces perpendiculaires. 

8. Démontrer que les bissectrices des angles extérieurs d'un triangle ren- 
contrent les côtés opposés en trois points en ligne droite. 

9. Démontrer que deux bissectrices intérieures d'un triangle et une bis- 
sectrice extérieure rencontrent les côtés opposés en trois points en ligne 
droite. 

10. Si des sommets d'un triangle on mène des droites faisant avec les côté< 
opposés des angles dont les bissectrices soient parallèles à une direction 
donnée, les trois droites obtenues sont concourantes. 

11. Étant données cinq droites qui se coupent deux à deux, on mène les 
droites qui joignent les milieux des trois diagonales de chacun des quadrila- 
tères formés. Démontrer que les cinq droites ainsi obtenues sont con- 
courantes. 

12. Une transversale étant menée dans le plan d'un triangle, démontrer 
que les droites joignant chaque sommet au milieu du segment déterminé par 
la transversale dans l'angle correspondant rencontrent les côtés opposés en 
trois points situés en ligne droite. 

13. Étant donné un quadrilatère, trouver le lieu des centres des parallélo- 
grammes y inscrits et dont un côté est parallèle à une direction donnée. 

14. Étant données les coordonnées de trois points A, B, G ou les équations 
de trois droites BG, GA, AB, reconnaître si un point M, dont on donne les 
coordonnées est à l'intérieur ou à l'extérieur du triangle ABG. 

15. Les deux côtés OA, OG d'un rectangle variable OA, BG sont sur deux 
droites fixes OX, OY; démontrer que la perpendiculaire abaissée du 
sommet B sur la diagonale AG passe par un point fixe, si la différence de^ 
côtés de ce rectangle est constante. 
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16. Étant donnés quatre points A, 6, C, D et une droite A qui coupe A6 
en M, CD en P; on construit le point M' conjugué harmonique de P par 
rapport à A et B et P', conjugué harmonique de P par rapport à C et D. 
Kn faisant une construction analogue relative à AC, BD et AD, BG, on ob- 
tient trois droites. Prouver que les droites obtenues sont concourantes. 

(De Laffitte.) 

17. Les sommets B, G du triangle ABG sont fixes et le troisième se meut 
sur une droite. Prouver que les sommets et le centre du carré inscrit dont 
un côté repose sur BG décrivent des droites. (Neiiberg.) 

18. Étant donné un parallélogramme ABGD, on prend sur les côtés con- 
sécutifs AB, AG des segments AM et AN, tel que ^n — '^y Tiv ~ '*' ^"'^ 
droite MN coupant la diagonale AD en P, prouver que 

PM n AD 

PN m AP 

19. Quatre points étant donnés sur une droite, prenant ces points deux à 
deux, on obtient trois systèmes de deux couples chacun et à chacun de ces 
systèmes correspond sur la droite un couple de points simultanément har- 
monique aux deux couples du système; les trois couples ainsi déterminés, 
pris deux à deux, sont harmoniques entre eux. 

Gette propriété donne la résolution des équations biquadratiques. 

(Hesse.) 

20. On donne trois points en ligne droite Mi, Mj, M3. Soient Nj, Nj, N3 
les conjugués harmoniques d'un quatrième point A de cette droite par 
rapport aux couples M], M3; M3, Mi; M], Mj. Les abscisses des points M 
étant les racines de Téquation 

ax* -h hx^-h cjp -i- d — o, 

et celle du point A étant oc, former Téquation aux abscisses des points M. 

(Le Paigb.) 

2i. Si l'on appelle A, B, G les angles d'un triangle dont les sommets ont 
respectivement pour coordonnées a7|, j^i; Xt,yi] x^^ y^, l'orthocentre a pour 
coordonnées 

a?itangA-ha"jtangB-i-XjtangG ^^i tangA-+-.rttangB-i- vstangG 

tangA + tangB -f- tangG tangA h- tangB -h tangC 

22. Avec les mêmes notations, le centre du cercle, circonscrit au triangle 
ABG, a pour coordonnées 

_ {Xf-hXz)l^ngk -f-(a^3-H yi) tangB h- (ari-f-^t) tangG 
"^ 2(tangA -h tangB H- tangG) 

(/i-'-J"») tangA + (^3H-j^i) tangB -4- (7i-4-j^i)tangG 
"^ 2(langA + tangB-h tangC) 
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23. En appelant a, 6, c les côtés du triangle ABC, les coordonnées du 
centre du cercle inscrit sont 

X z=z , y = — : : — , 

aH-fc>-f-c '^ a -h c 



et celles des cercles exinscrits s'obtiendront en changeant dans les expres- 
sions précédentes successivement a en — Uj b en — 6, c en — c. 



Points et droites imaginaires. 

159. Si l'équation f(^x^ y) = o admet la solution imaginaire 
X =^ a "{- bi, y =^ a! -{- b' i^ on convient de dire que la courbe repré- 
sentée par l'équation précédente passe par un point imaginaire 
ayant pour coordonnées a + bi, a' -H V i. 

Les deux systèmes de nombres imaginaires respectivement con- 
jugués 

X ^ a--\-bi, y = a'-+- ô'i ; x' = a — bi, y' = a* — b' i 

constituent deux points imaginaires conjugués. 

Par opposition, un point défini par deux coordonnées réelles est 
dit réel, 

160. Théorème. — Toute ligne droite passe par une infinité 
de points imaginaires conjugués deux à deux. 

Soit Kx H- ^y 4- G = o une équation du premier degré à coeffi- 
cients réels représentant une droite A; il s'agit de déterminer des 
nombres réels /?, y, p\ q', tels que l'équation donnée admette la so- 
lution a: = /> -f qi^ y z=z p' -\- q' i^ c'est-à-dire tels que 

A/?-h Bjd'h- G = o, Ay -i- B5r' = o. 

Il est évident que ce système admet une infinité de solutions, el 
l'on voit qu'il suffit, pour en trouver une, de prendre pour p et p* 
les coordonnées d'un point quelconque M de la droite donnée et 
pour q et q' les coordonnées d'un point quelconque P de la parallèle à 
cette droite menée par l'origine des coordonnées, de sorte qu'un 
point imaginaire de la droite A est représenté par Tensemble des deux 
points réels M, P. En outre, si P' est le symétrique de P par rapport 
à l'origine, à l'ensemble des deux points M, P' correspond un poinl 
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imaginaire conjugué du premier. En faisant varier M et P arbi- 
trairement, on obtiendra autant qu'on voudra de couples de points 
imaginaires conjugués appartenant à la droite A. 

161. Définition, — On appelle droite imaginaire l'ensemble 
des solutions réelles ou imaginaires d'une équation du premier degré 
à coefficients imaginaires. 

Plus généralement, l'ensemble des solutions réelles ou imaginaires 
d'une équation .à coefficients imaginaires constitue une courbe ima- 
ginaire. Si une équation à coefficients réels n'a que des solutions 
imaginaires, on dit aussi que cette équ^ition représente une courbe 
imaginaire. 

Une équation algébrique entière à coefficients imaginaires peut se 
mettre sous la forme /(j:, y) -\- ifs {x^ y) = o, f{x, y) et /, (x, y) 
étant deux polynômes entiers à coefficients réels. Cette équation ad- 
met en général des solutions réelles que l'on obtient en calculant 
les solutions réelles communes aux deux équations /(^cc^y) = o^ 
./i {^7 y) ^= ^' ^^ écarte le cas où /« (a:, y) serait égal à /(^, y)X(i^ 
a étant une constante, car dans ce cas l'équation précédente se ré- 
duirait èij\x, y)z=L o et aurait en réalité des coefficients réels. 

162. Théouème. — Sur toute droite imaginaire il y a un point 
réel et un seul. 

En eflet, l'équation d'une droite imaginaire est de la forme 
P-i-Q/=o, P et Q désignant deux polynômes réels. On suppose 
que les droites représentées par les équations P = o, Q = o soient 
distinctes; elles ont donc un point réel commun, à distance finie ou 
infinie, qui appartient à la droite imaginaire considérée. Il est d'ail- 
leurs évident qu'il ne peut y avoir plus d'un point réel sur une 
droite imaginaire, car la droite qui passe par deux points réels est 
réelle. 

163. Théorème. — Deux points imaginaires conjugués déter- 
minent une droite réelle. 

Soient p -f- qi^ p' -{-q' i\ p — qi^ p' — q' i les deux points imagi- 
naires donnés. Il s'agit de déterminer A, B, C de façon que 

A(/) -i- qi) 4- B{p'-\-q' i)-^C — o, 
K{p — qi) \- B(/)'— (/ 1)-+- C = o. 

NiEWEXOLOWSKI. — C O/l., I. « 
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Ce système est équivalent au suivant 
La solution la plus générale est 

A = lq\ B = -Xq, G = Mqp'-pq'h 

X étant arbitraire; on obtient ainsi la droite réelle ayant pour équa- 
tion 

q'x — qy-^ ^P'—P9' = o- 

164. Corollaire, — Une droite imaginaire ne peut posséder deux 
points imaginaires conjugués. 

16o. Définition. — On appelle courbes imaginaires conjuguées 
deux courbes dont les équations sont de la forme 

f{x,y)-\-ifx{x,y)=o 
et 

f{x^ y) ^^ f\{oc^ y) ayant des coefficients réels. Deux pareilles 
courbes ont les mômes points réels. En particulier, deux droites 
imaginaires conjuguées ont un point réel commun. 

166. Convention. — Toute expression ayant un sens géomé- 
trique quand les éléments dont elle dépend sont réels conservera^ 
par définition, le même nom quand quelques-uns de ces éléments 
deviendront imaginaires. 

En voici quelques exemples. L'expression {x — ^')--h(jK — yY"^ 
représente, quand x, y el x\ y' sont réels, le carré de la distance 
des deux points M(j;, y) et M'(a;', y'). Si Tun de ces points devient 
imaginaire, ou si tous les deux deviennent imaginaires, nous dirons 
encore que Texprcssion précédente est le carré de la distance de 
ces deux points. Ainsi, par exemple, si Ton pose j: = /, . y =r: i, 
x' ^^ — i^ y=i o, l'expression précédente devient égale à — 3; nous 
dirons que le carré de la dislance des deux points considérés est 
égal à — 3. Il convient de remarquer que le carré de la dislance de 
deux points imaginaires peut être un nombre posilif. 
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De même 

est, au signe près, la distance du point (xq, yo) à la droite définie 

par Téquation 

Aa?-4-B7-f- G = o, 

quand on suppose les ax.es rectangulaires et que le point et la droite 
sont réels. Nous conserverons le même nom à Texpression précé- 
dente quand le point et la droite seront imaginaires. 

Pareillement, nous continuerons à appeler coedicient angulaire 
et ordonnée à l'origine de la droite ayant pour équation 

Aa:-4-B/-f-G = o 

les expressions — ^y — ^ si cette droite est imaginaire. Si les 
coefficients angulaires de deux droites imaginaires A, A' sont respec- 
tivement éâraux à m et m', nous dirons toujours que rcst la 

tangente trigonomé trique de l'angle que A' fait avec A ; et si 

n-m/n'=o, ou AA'-hBB'=o, 

nous conviendrons de dire que A et A' sont des droites perpendicu- 
laires. 

Il est bien entendu qu'on ne doit attribuer à ce langage aucune 
réalité géométrique. 

Si la transformation des coordonnées 

ir=aX-f-a'Y-+-a', y= pX-f-p'Y+p* 

donne l'identité /(^, y) ^= F(X-, Y), à la solution x = .ro, y ~^yo 
de l'équation f(x^y)= o correspond la solution X= Xo, Y= ¥« 
de l'équation F(X, Y)= o. Quand Xq gI yo sont réels, il en est de 
même de Xo et Y^; (xq, yo) et (Xq, Yq) définissent alors le mémo 
point rapporté aux deux systèmes d'axes. Quand Xq elyo sont imagi- 
naires, il en est de même de Xq, Yq. Il est naturel de dire encore 
que Xoyyo et Xo, Y© définissent le même point imaginaire. 

167. Droites isotropes, — Parmi les droites imaginaires, il faut 
étudier d'une manière toute particulière celles qui ont pour cocfii- 
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cients angulaires i ou — /, les axes étant rectangulaires. Ces droites, 
ou, plus exactement, les équations qui les définissent, jouissent de 
propriétés remarquables. 

1° Par la substitution 

a7 = Xcosa — Ysina, j^ = X sina -»- Ycosa, 

on obtient 

X -\-iy =z{\-^,- tY)(cosa f- tsina) 

et 

X — iy —(\ — «Y)(cosa — isina). 

Donc, si Ton considère deux systèmes d'axes rectangulaires ayant 
même origine, les équations 

X -^ iy = Q et X -h t Y = o 

représentent une seule et même droite. 11 en est de même pour les 
équations 

X — iy =.0 et X — t Y = o. 
On vérifie de même que 

y — b -\- i{x — a) = [ Y — B -h ^ X — A )J ( cos a -h 1 sin a ), 

AetB étant les coordonnées du point (a, b) dans le nouveau système. 
Remplaçons l'axe Oy par un nouvel axe OY faisant avec Oœ un 
angle 0; les formules de transformation 

j" ^ X H- Y cosO, j = Y sine 
donnent 

X -\- iy — X-^ Y(cosO -h t sinO) 
et 

X — iy ~\^ Y(cosO — isinO). 

Si Ton fait tourner ces nouveaux axes d'un angle a en posant 

_ X'sin(0 — a)-Y'sina V sin a -^ Y' sin (0 H- a) 

sinU siiiO 

on trouve 

X h Y(cosO 4- t sine) = [X'h- Y'(cosO h- * sinO)](cosa -4- isina). 

Il en résuhe que, si l'on fait tourner les axes d'un angle quelconque, 
ies droites ayant par rapport aux anciens et aux nouveaux axes 
respectivement pour équations 

X -r- Y(cos6 -I- t sin 6)— o 
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et 

X'-4-Y'(cose4-tsine)=o 

sont les mêmes; et en combinant ce résultat avec le premier, on voit 
que, quels que soient les axes de coordonnées passant par un point 
donné, Téquation précédente représente toujours la même droite et 
cette remarque s'applique à l'équation conjuguée; on suppose, bien 
entendu, que soit l'angle des axes. 
Il est bon de remarquer encore que 

X«H--2XYcose-t- Y«=i[X-i-Y(cosÔ-htsine)][X-4- Y(cosO-isine| 

et, d'autre part, 

x^-^y^ - X«-f- 2XY cose -}- Yî 
ou 

(.rH-t^)(ar— ij^) = [X-4-Y(cose + tsinÔ)][X-i-X(cosO — /sinO)]. 

Si OX fait avec Ox un angle a, on a trouvé plus haut 

X -;- iy = [\->r Y( cos H- t sia 9 )] ( cos a -j- * sin a ), 
X — iy =[\-r- Y(cos9 — tsin^)] (cosa— £ sina), 

ce qui fournit une vérification. 

Les droites singulières que nous venons de définir ont reçu le nom 
de droites isotropes. 

Pour bien préciser le sens des résultats précédents il convient de 
remarquer que, si m est réel, et si x^ y et X, Y sont les coordonnées 
d'un même point rapporté à deux systèmes d'axes rectangulaires 
ayant même origine, les équations 

y = mx et Y = mX 

représentent deux droites différentes; si l'on passe du premier 
système au second par une rotation d'un angle égal à a, la seconde 
droite fait avec la première un angle égal à a; au contraire, si m^-. i 
les deusL équations définissent une seule et même droite. 

1^ Une droite isotrope est perpendiculaire à elle-même ; cela 
signifie que l'équation i -\- mm'^= o est vérifiée si l'on pose m=^m'=:^ i 
et aussi quand mz= m'=: — /. 
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3° La distance de deux points pris sur une droite isotrope est 
nulle» 

Soient x,y et x^y y\ts coordonnées de deux points appartenant à 
une droite isotrope; on a, par exemple, 

donc 

4** La distance d'un point du plan à une droite isotrope est 
infinie ou indéterminée. 

L'expression 



v/i 



/î 



est, par définition, la distance du point {xq, yo) à la droite isotrope 

ayant pour équation 

jr = ix -\- h, 

mais I H- 1=^ = o; donc, Texpression précédente est infinie, à moins 
<\ue le point (xo^yo) n'appartienne à la droite isotrope. Dans ce cas, 
l'expression considérée est indéterminée. 

5® Vangle d'une droite isotrope avec une autre droite quel- 
conque est infini. 

Si dans la formule taneV = n on pose m'= i, on obtient. 

® I H- mm "^ ' ' 

dans le second membre, 



i — m 
j -H im 



■c'est-à-dire *. De même, pour m' = — /, on obtient — i. Pour les 
mêmes substitutions, les expressions qui représentent sinV et cos V, 
quand les droites sont réelles, sont infinies. 

pu iV 

En supposant tangV = j, la formule d'Euler tangV = i — ^ j^* 

donne e*^=o. Mais si l'on pose V=/n + /i/, de sorte que 
i?'^=e""X <?"", on voit que /i=4-<». Ainsi, l'angle V est imagi- 
naire et le coefficient de i est infini. On peut donc dire qu'une droite 
isotrope fait avec une droite quelconque un angle infini. 

Si tang V = — «, on trouvera de même n= — oo. 

Une droite isotrope fait avec elle-même un angle indétermiaé. 
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6** Le rapport anharmonique p d'un faisceau de quatre droites Ai, Aj, As, A4, 
ayant pour coefficients angulaires mi, nit, m^y m^, a pour expression 

Si l'on suppose ms = t, m^ = — t, et si l'on pose tangV = — ^> on ob- 
tient 

__ cosV^- gsinV 

' ~ cosV — tsin V 
ou 



p = e«'"V. 



(Laguerre.) 



Ainsi, en désignant par V l'angle de la droite Ai avec la droite Aj, on voit 
que l'expression e*'^ représente ce que l'on peut appeler le rapport anhar- 
monique du faisceau formé par ces deux droites et par les droites isotropes 
menées par leur point de rencontre. 

Dire que deux droites réelles sont rectangulaires, revient à dire que ces 
droites forment un faisceau harmonique avec les droites isotropes menées par 

leur point d'intersection; en effet, siV= -> on a p= — i. 
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COORDONNÉES HOMOGÈNES. COORDONNÉES TRILINÉAIRES. 



Coordonnées homogônes. 

168. Jusqu^ici, la position d^un point dans un plan a été déter- 
minée à l'aide de deux paramètres qui sont les coordonnées de ce 
point par rapport à un sj^stème donné d'axes. On a été conduit à 
faire usage de trois paramètres, au lieu de deux, de la manière 
suivante. 

Soient ;r, y les coordonnées rectilignes d'un point M; on pose 

X Y 
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en convenant que X, Y, Z auront dans tous les cas des valeurs finies 
et non toutes trois nulles. Supposons qu^on prenne pour unité une 
ligne de la figure. Je dis qu'à tout point M correspondent des valeurs 
de X, Y, Z proportionnelles à des nombres déterminés, et réci- 
proquement. Supposons en effet .r = «, jk = ^î ^^ en déduit 



X 

a 



Y 

ù 



Z 

I 



OQ, X désignant un facteur arbitraire, 

Réciproquement, soient «, b, c trois nombres donnés; si Ton donne 
à X, Y, Z des valeurs proportionnelles à ces nombres, de sorte que 

X = aX, Y=^X, Z = cÀ. 

On a, en supposant c^o, 



X 
Z 



a 



c 



Z 



c 



el, par suite, les coordonnées du point M sont déterminées, puisque 
ces équations donnent x = - , ^ = - . 

La position du point M est donc déterminée par les Irois nombres a, 
6, c, ou mieux, par un système quelconque de nombres proportion- 
nels k a, bj C] de sorte que, quelle que soit la valeur de X, les 
nombres \a, )v6, \c déterminent un seul et même point M. 

Nous nommerons Xa, X6, \c les coordonnées homogènes du 
point M. 

Cela étant, supposons que le point M soit variable, et, pour plus 

de simplicité, supposons qu'il décrive une 
ligne droite B'B ayant pour paramètres di- 
recteurs a, P {/ig. 63). Si le point M s'é- 
loigne indéfiniment de l'origine, ou, comme 
on dit, si le point M disparaît à l'infini, en 
restant toujours sur B'B, le rayon OM se 
confond à la limite, soit avec OA, soit avec 
OA', A'A étant parallèle à B'B. Par suite, 

le coefficient angulaire de OM a pour limite -• C'est ce que Ton 
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vérifie aussi par le calcul. En effet, les coordonnées de M sont 

*^'o),>'o étant les coordonnées d'un point déterminé de la droite BB'; 
on en déduit 

m 

« 

ce qui montre que - a pour limite -> quand p croît indéfiniment. 

X Y 

Or, d'une part, pour que les coordonnées y > j grandissent indéfi- 
niment, il est nécessaire que Z tende vers zéro, puisque X, Y, Z ont, 

par convention, des valeurs finies^ d'autre part, =^ = -> ce qui 

* . Y 3 
prouve que lini s^ = -• Les coordonnées homogènes de M n'étant 

déterminées qu'à un facteur près, on peut poser X=a, et, par 
suite, lim Y = p. On peut donc dire que les coordonnées du point M 
ont alors pour limites : a, p, o. En d'autres termes, le système (a, p, o) 
définit le point à l'infini dans la direction A'Â. 

Supposons que le point M s'éloigne indéfiniment sur une pa- 
rallèle à l'axe des y, ayant pour abscisse a. Dans ce cas, Z tend 

X 

vers zéro, mais l'abscisse œ, c'est-à-dire le rapport ^ » devant con- 
server une valeur finie a, il faut que X tende vers zéro ; Y n'est assu- 
jetti à aucune condition. On peut dire, par suite, que le système 
(o. A, o) représente un point à l'infini dans la direction y y', si 

l'abscisse de ce point est égale à a, il faut supposer en outre 

X . 

lim j = a. Pareillement (X, o, o) représente un point à l'infini dans 

la direction de l'axe des x. 

D'une manière générale, si X, Y, Z tendent vers des limites 
a, p. Y, le point M tend vers le point qui a pour coordonnées carté- 

siennes -j ~; si y^o, le point M est à l'infini, la direction OM 

ayant, pour limite la direction définie par les deux paramètres direc- 
teurs a, ^. Donc, la condition nécessaire et suffisante pour qu\in 
point (X, Y, Z) soit à l'infini est Z = o. 

169. Soit /(a?, y) un polynonîe de degré m; ce polynôme étant 
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mis SOUS la forme 

^m{ir,y) H- 9;„_i (ar, y) -i-. . .+ 9,(3?, /) -H ©o; 

si Ton représente par F(X, Y, Z) le polynôme homogène et de 
degré m 

?m(X, Y) -f- Z9,;,_,(X, Y) -♦- Z«(p;,,_,(X, Y) .4-. . .H- Z'»-« cpi(X, Y) -i- Z'«tpo, 
on a identiquement 

F(X, Y, Z) = Z-/(^> ^) = ZV(^,7)- 

Gela posé, à toute solution œ = a, y ^= b de l'équation /(a?, j^') = o 
correspond une solution de l'équation F(X,Y, Z) = o, savoir 
X = Xa, Y = Xè, Z = X, )^ étant arbitraire. 

Réciproquement, si l'équation F(X, Y, Z) = o est vérifiée en po- 
sant X := a, Y = 6, Z = c; remarquons d'abord qu'elle le sera aussi 
en posant X = Xa, Y =: a6, Z = Xc. Quelle que soit la valeur de X, 

l'équation /(x, y) = o admet la solution x:= -9 y= -y en suppo- 

c c 

sant Cyéo, On voit ainsi que la courbe C, ayant pour équation 
fi^yy) = Oj peut aussi bien être représentée par l'équation homo- 
gène F(X, Y, Z) = o. 

Supposons maintenant que cette équation homogène admette la 
solution X = a, Y = p, Z = o, et soient ^r©, j^o 'es coordonnées d'un 
point A et «, b les paramètres directeurs d'une droite A. Menons 
par Â une parallèle AB à la droite A. Les coordonnées d'un point M 
de AM étante = a:Q-|-ap,y=^'o-f-6p, ce point sera sur la courbe C, 
si l'on remplace p par une racine de l'équation 

/(a?o,-hap, j^o-H6p) = o. 

Or le coefficient de p''* est (fm{ci^b) ou F(a, 6,0). Donc, si l'on 
suppose que a tende vers a et A vers p, l'un au moins des points 
d'intersection de la sécante AB et de la courbe C s'éloigne à l'infini. 
On peut dire encore que la courbe C a, dans ce cas, un point à l'in- 
fini, ayant pour coordonnées a, p, o. 

L'équation d'une droite Ax -{- By -j- C = o devient, en coordon- 
nées homogènes, 

AX4-BYh-CZ = o; 

il revient au même de dire que B, — A sont les paramètres direc- 
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leurs de cette droite, ou que le point à PiniiDi (B, — A, o) est sur la 
même droite ; on trouve ainsi pour chaque droite^ un seul point à 
Pinfini. 

170. L'équation d'une droite, en coordonnées homogènes, 
\X 4- B Y -h CZ = o, se réduit à Z = o, quand A et B tendent vers 
zéro, C restant différent de zéro, c'est-à-dire quand la droite consi- 
dérée disparaît à l'infini. Or nous avons vu que la condition néces- 
saire et suffisante pour qu'un point soit à l'infini est que le Z de ce 
point soit nul. Pour ces raisons, on convient de dire que tous les 
points à l'infini d'un plan sont sur une droite fictive qu'on nomme la 
droite de V infini et qui est définie par l'équation Z = o. 

171. Nous avons trouvé les coordonnées {x^y) du point M qui 
<livise un segment M4 M 2 dans le rapport -^^ = — X; Xi^ yi et 
X2j y2 étant les coordonnées cartésiennes des points M| et M2, on a 

xi- ^lxj yx -t- lyr 

X = r — , y = • 

i — X . -^ IH-A 

X Y X 

Si l'on pose ^=y,y=^»^, = "=i, •.., ces formules se trans- 
forment de la manière suivante. Considérons ]a première, par 
exemple ; elle devient 






z I -h X Zi-hXZi 



et, en posant -j-^ = [jl, 



De même 



X __ X|-^ fjiXg 
Z "" Zi-H {xZj 

Y Y^ + fiYt 
Z Zi-H[iZ) 

et, par suite, les coordonnées homogènes du point M sont détermi- 
nées par les formules 



XiH-|jiXt YiH-jjiY2 Z,-4-jjlZj' 
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mais il convient de remarquer que l^on n'a pas, en général, 

• MMiH- [iMMj=o, 

à moins que Z| = Z3. 

On suppose Z| ^ o, Z2 ^ o ; la condition X = o entraîne |jl r= o et 
réciproquement. Si X est infini, il en est de même de [jl. Soient 
)/, X" deux valeurs attribuées à X, et |x', u." les valeurs correspon- 
dantes de [x; les équations X'=X" et [jl'= [a'' sont équivalentes; 
de même pour X'=:r — X'' et }*•'= — [f-", et, plus généralement, si 
X"=: aX', on a aussi [jl"=: ajx'. 

D'après cela, si Ton considère deux points M<, M2 ayant respecti- 
vement pour coordonnées homogènes X|, Y,, Z| et X2, Y2, Z2 ; le 
point M, ayant pour coordonnées homogènes X| -h [Ji-Xj, Y| -h [aY^j, 
Z<-f-|ji.Z2, est un point de la droite M1M2. Si |x varie de — 00 à 
H- 00, le point M décrit la droite M4M2 tout entière; si [jl = o, 
M coïncide avec M| ; si [x est infini, M coïncide avec M 2, car on peut 

dire que les coordonnées de M sont - Xj -f- X2 , - Yj -h Yn , 

- Z| -{- Z2. 

Le rapport anharmonique des quatre points [jL|, [Xa, JX3, [jl^ est égal 



a 



Les quatre points (X|, Y<, Z«), (X2, Y2, Z2), (X| -I-XX2, . . .), 
(X| — XX2, . . .) forment une division harmonique. 
Enfin, si Ton considère les points variables 

(Xi-hXX„ Yi-hXY„ Z,-f-XZ,) et (X3-1- [1X4, ¥,-+- fxY^^Zj-^ jxZ*); 

si ces points se correspondent de façon que 

AX|i.-4-BX-i-Gjx--!-D = o, 

A, B, C, D étant des constantes, on voit qu'à chaque point M de la 
droite M1M2 correspond un point M' pris sur M3M4 et réciproque- 
ment. On dit alors que les points M et M' tracent sur les deux 
droites considérées deux divisions homographiques. 

Supposons maintenant que le point M2 soit à l'infini et, par suite, 
soit Z2=o; le point M, ayant pour coordonnées homogènes 
X| H- XX2, Yj -f- XY2, Z| , a pour coordonnées cartésiennes 

r~-H^X,, ^-f-y-Y, OU iri-hX,p, ^t+ïjp, 

^1 *•! ^1 ^t 
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i2'ô 



en posant ^ z= p. C'est donc un point de la droite menée par Mi et 

ayant pour paramètres directeurs X2 et Yj, c'est-à-dire un point de 
MtM..»; on peut donc étendre ce qui précède au cas où l'un des 
points M| ou Mo est à l'infini. 



Coordonnées trilinéaires. 



p 


Q 


R 


P' 


Q' 


W 


p* 


Q' 


R' 



171. Soient x^y, z les coordonnées homogènes d'un point, et a, p, y trois 
nouvelles variables liées à Xyy^ z par les équations 

a = Po: -h Q7 -+- R^, ? = P'x -f- Q> 4- R' 5, 7 = P'x -+- Q> -i- R"^, 

le déterminant 



D 



étant difTérent de zéro. 

A tout point M du plan correspond un système de valeurs de a, [), 7 
proportionnelles à des nombres déterminés et réciproquenient, si l'on sup- 
pose a, p, Y proportionnels à des nombres donnés, de sorte que a = X2i, 
^ = XPi, Y = ^Ti> ^" pourra résoudre le système 

Pj7 H-Q^ -R;: ----Ui, 

v'x-^qy-r-Kz=^h(u 

le déterminant de ce système étant différent de zéro. On voit que, si X varii*, 
la solution du système précédent varie aussi; mais x^ y^ z restent propor- 
tionnels à des nombres donnés et, par conséquent, à tout système de valeurs 
de a, ^, Y proportionnelles à des nombres donnés correspond un point déter- 
miné M. On peut donc prendre pour coordonnées trois fonctions linéaires, 
distinctes de x^y, z; on dit que ces fonctions a, p, y sont les coordonnées 
trilinéaires du point M, dont x^y^ z sont les coordonnées homogènes. 

Les droites représentées par les équations a = o, 3 = o, y = o respective- 
ment, c'est-à-dire les droites représentées par les c(iuations 

Vx -+- Qj -i- Wz = o, P'x -hQ'y-r-K'z^. o, P'x -i- Q> 4- R'- =- o, 

forment, en général, un triangle, puisqu'on suppose le déterminant D^^o; 
mais il convient de remarquer que deu\ de ces droites peuvent être paral- 
lèles, la troisième les rencontrant toutes deux. L'une de ces droites peut étn; 
rejetée à l'infini, les deux, autres étant concourantes, et enfin une ou plusieurs 
d'entre elles peuvent être imaginaires. Par exemple, on peut poser ol = x -^yi^ 
P =^ — j^f, Y= 5. 
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Il est évident que les coordonnées homogènes ne sont qu'un cas particulier 
des coordonnées trilinéaires. 

172. Considérons plus particulièrement le cas où les coefficients des fonc- 
tions a, ^j Y ^^^^ ^^^^ réels, et supposons que les droites a = o, p=o, 7=0 
forment un triangle véritable ABC, que l'on nomme triangle de référence. 

Rapportons la figure à deux a\es de coordonnées rectangulaires OX, OY» 
l'origine étant à l'intérieur du triangle de référence; en outre, supposons le 
sens positif de rotation choisi de façon qu'un rayon tournant autour de l'ori- 
gine dans le sens positif rencontre les sommets du triangle dans l'ordre A, 
6, G. Gela étant, on peut représenter les côtés BG, CA, AB par des équations 

de la forme 

X coscp -h Y sincp — A ~ o, 

X cos^/ H- Y sin<}; — A: = o, 

X cosG -i- Y sin — / =0. 

On a donc (80), X, \Xy v étant des constantes, 

P Î-hQ 4-hR EzzX(Xcoscp-^Ysin9 — A), 

z z 

P' f _H Q'Z _H R' = jjt (X cos4^ -^ Y sin ^ - k\ 



P'î ^_Q»Z + R' = v (XcosO -4- YsinO -/) 



et, par suite, 



a =1= X ;: ( X cos cp h- Y sin cp — h ), 
P == |jL 5(X costj' -H Y sin^l^ — X:), 
Y r7= V 5(X cosO -T- Y sinO — / ). 

Si l'on suppose A, A*, / positifs, les polynômes entre parenthèses représen- 
tent respectivement les distances du point (X, Y) aux trois côtés du triangle 
de référence, chacune de ces distances étant regardée comme négati>e 
quand le point (X, Y) est du même côté que l'origine par rapport au côté 
considéré, et positive dans le cas contraire; de sorte qu'en désignant par «i, 
fil, Yi les mesures algébriques de ces distances, on peut poser 

Xai |x3i vvi 

On obtient ainsi une infinité de systèmes de coordonnées trilinéaires, carac- 
térisés par les nombres X, ji, v. Si l'on suppose X = ui = v, les coordonnées 
d'un point M sont proportionnelles aux distances de ce point aux côtés du 
triangle de référence. Dans ce cas particulier, les coordonnées d'un point M 
ont toutes les trois le même signe quand ce point est à l'intérieur du triangle 
de référence, et si le point M se déplace et traverse l'un des côtés du triangle, 
la coordonnée correspondante change de signe. Ge système particulier de 
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coordonnées a reçu le nom de système de coordonnées trilinéaires nor- 
males OU coordonnées trilatères. 

Soient x, y les coordonnées rectangulaires d'un point M, et ux -t- p^h- i = o 
l'équation d'une droite A; on peut poser 

a = a?, p =^, Y = ux -^vy -\-\. 

Si A s'éloigne à l'infini, i^ et i' tendent vers zéro, et les coordonnées du 
point M ont pour limites x^ y^ i. 

On peut encore remarquer que si a^, ^i, yi ^^"^^ les distances de M aux 
côtés du triangle de référence formé par les axes et la droite A, et si Ton 
nomme h la distance de l'origine à A, on a posé 



a = ai, 



M Pi, 



Y=ïl. 



Si A s'éloigne indéfiniment en conservant une direction fixe, on a évidemment 

/t = Yi-hA-, 

k étant la projection de OM sur une perpendiculaire à A ; donc -^ a pour 

limite i. On ferait une démonstration analogue avec des axes obliques. 
Donc, quand on rapporte un point à deux axes, on peut dire que le triangle 
de référence est formé par ces deux axes et la droite de l'infini. 

173. Relation entre les coordonnées normales d^un point. — Étant 
donne un point M, ses distances aux trois côtés du triangle de référence sont 
déterminées en grandeur et en signe; mais on ne peut pas, en général, déter- 
miner un point dont les coordonnées normales soient égales à des nombres 
donnés; il y a, en effet, entre ces coordonnées une relation linéaire que nous 
allons établir. 

Reprenons les équations qui définissent a, p, y> et cherchons, d'une ma- 
nière générale, à quelle condition on peut supposer -s = i, et prendre, par 
suite, pour Xy y les coordonnées cartésiennes du point M. On pose alors 



P'x -f- Q> 



R 
R' 
R'^ 



o 



d'où l'on tire, en éliminant x cly. 



P Q a 

P' Q' p 
P" Q* Y 



Il y a, par suile, entre a, p, y une relation linéaire 



P 


Q 


R 




P' 


Q' 


R' 


— 


pn 


Q' 


R" 





ri -i- r'P -h t'y = D, 
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/', /•', /•*, D étant quatre constantes, toutes les quatre difTérentes de zéro, si 
le triangle de référence existe. 
Dans le cas général, on a 

D -5 = /• a -f- r' P -+- /-* Y ) 
d'où il résulte que la droite de TinGni (;; = o) a pour équation 

ra -f- r' p -r /-"y = o. 

Occupons-nous maintenant des coordonnées normales et posons 

a — A — arcoscp — y sin«p, 
3 — A- — ojcos^l — ^'sinip, 
Y = / - - a: cos — ^ si n ; 

la relation entre a, p, y sera 

asin(6 — 'J') 4- p sin(o — 0) -h y sin («j; — o) 
= /isin(0 — '}^)-hX:sîn(o — 0)-h/sin(ij/ — o). 

On peut aisément transformer cette relation en y introduisant les angles 

V, B, C du triangle de référence. Supposons d'abord Taxe OX parallèle à 

ne, et l'axe OY dirigé de façon que l'ordonnée de A soit positive. Dans ces 
conditions, on peut poser 

(1 ou 

— 6 = Bh-C, a> — 0=7:— B, ^\ — o ^ — {t. -t-Q.), 

Cela étant, si l'on fait tourner les axes d'un angle ui, chacun des angles g. 
•!;, augmentant de co, les didérences précédentes ne changeront pas. 
La relation fondamentale devient ainsi 

a sin A -f- p sinB -4- Y sinC = /isinA -h k sinB -+- / sinC, 

ou encore, a, 6, c désignant les cotés du triangle de référence et -2 S le 
double de sa surface, 

« X -h 6 3 -i- c Y = a/i -i- ^X* -i- 6'/ = 2 S, 

puisque A, /<:, / sont les distances de l'origine aux trois côtés du triangle. 
La droite de l'infini a donc pour équation, en coordonnées normales, 

a sin A -+- 3 sin B -f- y sin G = o 

ou encore 

aa -H ^P -i- CY ~ o. 

174. On peut disposer des paramètres X, |jt, v de façon qu'une droite don- 
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née soit représentée par une équation du premier degré ayant des coeffî- 
cients donnés d'avance. Soient, en effet, «i, pi, yi les coordonnées normales 
et uai-{-v^i-i- wyi = o l'équation d'une droite déterminée. Cette droite 

aura pour équation 

La-hMp-+-NY= o, 

si Ton pose a = Xai, p = ji^i, y = v^i, à condition que 

LX Mu Nv 
u " v "^ w ' 

en particulier, si l'on suppose — = ^ = — j l'équation de la droite donnée 
sera, dans le système choisi, 

a-t- p4-Y = o. 

175. Coordonnées barycentriques. — On nomme ainsi un système de 
coordonnées trilinéaires dans lequel la droite de l'infini a pour équation 

a-h Ph- Y = o. 

D'après ce qui précède (n" 174), pour que la droite de l'infini ait pour 

équation 

La-h M^-f- Ny = o, 

on doit supposer 

LX _ MfjL _ Nv^ 

a ~* 6 ~~ c ' 
et en particulier, si L = M = N : 

X _ fX __ V 
a ~~ b ~~ c 

Donc, dans ce cas, on peut poser 

a = a{h — arcostp — ^sintp), 
P = b{k — xcos'^ — j^sini}'), 
^ z= ci^l — a?cos6 — ^sin6). 

Les coordonnées a, p, y d'un point M sont alors proportionnelles aux pro- 
duits des distances de ce point aux côtés du triangle de référence multipliées 
chacune par la longueur du c6té correspondant, ou, ce qui revient au même, 
elles sont proportionnelles aux aires des triangles MBG, MGÂ, MAB. On voit 
encore aisément que, si l'on suppose que A, B, G soient des points matériels 
ayant pour masses a, p, y» le centre de gravité de ce système sera précisé- 
ment le point M ayant pour coordonnées a, p, y ; ce qui explique le nom de 
coordonnées barycentriques que Môbius a donné à ce système qu'il a em- 
ployé le premier. 

176. Équation d'une courbe en coordonnées trilinéaires. — Soit 
NiEWENGLOWSKI. — G, an,, I. 9 
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/(X, Y) = o réquation d'une courbe rapportée à un système de coordonnées 
rectilignes. Nous pouvons, en premier lieu, remplacer ces coordonnées par 
des coordonnées homogènes et nous obtiendrons ainsi une équation homo- 
gène F{x, jr^ z) = o, comme nous l'avons déjà expliqué. En second lieu, on 
peut, au moyen d'une substitution linéaire, passer des coordonnées homo- 
gènes à un système de coordonnées trilinéaires : on obtient ainsi une équa- 
tion homogène Fi(a, p, y) = o. 

Réciproquement, toute équation homogène Fi(X; P>y) = ^' <^3ns laquelle 
a, p, Y sont des fonctions linéaires et homogènes de trois variables Xf y^ z^ 

X 

peut se mettre sous la forme F (a:, y y s) = o, ou encore, en posant - = X, 

Y 

^ =Xj sous la forme F(X, Y, i) = o, ou plus simplement /(X, Y) = o. II en 

est de même, d'ailleurs, de toute équation entre des fonctions linéaires, ho- 
mogènes ou non, des variables X, Y. 

On peut obtenir souvent Téquation d'une courbe en coordonnées trili- 
néaires sous forme non homogène, mais il est toujours facile de rétablir 
l'homogénéité. Supposons, en effet, qu'on ait obtenu l'équation algébrique, 
non homogène et de degré m, /(œ, p, y) = o et soit Aa«p*'Y'*' un terme de 
/(«, p, y), tel que u-\- v-^ w <i m. Supposons que le terme de degré le plus 
faible soit de degré m', m' pouvant d'ailleurs êlre nul. Si a, p, y ^^nt des 
fonctions de x et y^ liées par la relation fondamentale ra -+- r'p -i- r'^ = D, 
on multipliera tous les termes de l'équation par D'"~'"'; mais, au lieu de 
Agrwp^'Y'^D'"-'»', on écrira 

Aa**p*'Y**'(ra-4-r'P-+- /•* y)"*-"—*^"' D«-i-tM-w— m*^ 
et de même pour tous les termes de degré moindre que m, 

177. Équation de la droite passant par deux points dont on donne les 
coordonnées trilinéaires (a'. P', y')> (**> P*» ï')* — L'équation demandée est 
évidemment 

a p Y 

a' P' y' =0 

a" p" / 

a(P'Y'— Y'P')-+-P(Y'«'-»'ï')+ï(«'r-P'«') = o. . 

178. L'équation d'une droite étant mise sous la forme uoiH- pp -h w^ = o, 
on voit que cette droite est déterminée si l'on connaît les coefficients u, v, w 
ou simplement leurs rapports. On peut donc désigner une droite par le 
système (u, v^ w) des coefficients des coordonnées courantes a, p, y dans 
l'équation de cette droite. Pour cette raison, u, p, w se nomment les coor- 
données de la droite; mais, pour éviter toute confusion, ces coordonnées 
d'une nouvelle espèce ont été appelées coordonnées tangentielles; nous 
verrons plus tard la raison de cette dénomination. Les coordonnées rectili- 
gnes ou trilinéaires se nomment, par opposition, coordonnées ponctuelles. 
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Il résulte de ce qui précède que les coordonnées tangentielles de la droite 
passant par les points M'(a', P', y') et M''(a'', P', y*) sont 

P'y''_^'P'', y' a'- %'f, a'p'- p'a". 

179. Coordonnées du point de concours des droites (m', p', w') et 
(u", v'f w'). — Les deux équations simultanées 

a'a-h p'P-f- iv'y = o, m"» -f- ('"Ph- w'y = o 
donnent 

P ,■ T ■ 

ç'w" — w'v' w' u" — u'w' u'v" — v'u' 

donc le point de concours des deux droites considérées a pour coordonnées 

ponctuelles 

v' w" — w' p', w'u" — u' fv", M V — p' u". 

180. Condition pour que deux droites soient parallèles. — Il résulte de 
ce qui précède que le point de concours des deux droites {u',v\w'), 
( u', v", w") sera à l'infini si 

riv'w"— ivV)-f-r'(iv'a*— u' w") -h f^(u' ç"— v' u') = o. 

En particulier, dans le cas des coordonnées normales, la condition de pa- 
rallélisme est 

(ç'w' — w'v") sinA-H((v'M'— w'«''')sinB -h (a'p*— i''a')sinG = o. 

181. Équation générale des droites parallèles à une droite donnée. — 

Soit 

Ma-4- pp -h WY = o 

réquation d'une droite donnée. En désignant par k une constante arbitraire, 
réquation demandée est, en coordonnées homogènes, 

Ma -H (^ P -4- tp Y •+- ^-5 = o. 

Mais nous avons trouvé Tidentité 

ra-hr'P -4- r*Y = D«; 

réquation générale cherchée est donc 

D(Ma-f- ^p -\- (vy) h- k{ra -t- r'P -i- ^y) = o. 

On obtient immédiatement cette équation en écrivant Téquation d'une droite 
passant par le point de concours de la droite donnée et de la droite de 
rinfini. 
L'équation 

( Ma + P P -*- wy) (ra'H- r'P'-+- t'y') — (tta'4- p P'-f- w^'){r(i 4- r'P -f- r^^) = o 

représente la parallèle à la droite donnée qui passe par le point (a', p', y')- 
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182. Formules de transformation de coordonnées ponctuelles ou tan- 
gentielles, — Les équations fondamentales 



donnent 



I p = Far -T- Q> 4- Kz, 

Da? = pa -t-/}'P -^ p'^y 
D5 = ra -h r'P -+- t'y» 



/?,/>', . . . , r* désignant les mineurs de D, précédés de signes convenablement 
choisis. 

Si, dans Téquation d'une droite (u, p, w), on remplace a, p, y par leurs ex- 
pressions en x^y, z, on obtiendra l'identité 



ou 



(3) 



ua -^ v^ -^ w^ E= uio: -h v^y -4- Wt3, 
/ M, = Pa-h PV -i-P'w, 



et Ton déduit de ces formules 



(4) 



Dm —pu\ -h ypj -+-r(P|, 



Soient (x, y,z), {x', y', z') les coordonnées homogènes de deux points, et 
(a, p, y)> (*S P'ïY) leurs coordonnées trilinéaires; on déduit de (i) 



Py'- tP = 



P'x -\- Q> 
F'x -h Q'y 
P' Q' R' 

pp Q- j^ir 



R'z P'ar'-hQy-hR'y 
R'i; P^a:'-+-Q'y-+-R'y 



07 



x' y' z' 



donc 



(5) 



Py' — ^?' = p (y^' — ^y) + Ç (zx'—xz') 4- r (xy'—yx^), 
•^cl' — OL-^' = p iyz' ^ zy') -^ q' {zx'—xz') -h r' {xy' — yx^), 
«P'— ^a' = p'{yz' — zy') + q'(zx'— xz') -h f^i^xy—yx'). 



et Ton en tire 



<6) 



DCaa?' — ars') 
D(ay'— ^ar') 



Q(Py'-yP') 
r(Pt'-y?') 



P'(Ya'— aY') + P*(«?'— P«'). 
Q'(Y«'-«y') + Q'(«P'-P«'). 

r'(y«'— «y') -+- R'(«P'— P«')- 



J 



» 
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On aurait des formules analogues pour les coordonnées tangentielles. 

183. La droite A, représentée par Téquation 

Ma -H t>P 4- wy = o, 

sépare le plan en deux régions. Mais, pour deux points (a, p, y) et (a', p', y')> 
situés d*un même côté de cette droite, les expressions wa-h t^p-h (vy et 
ua'-\- v^'-{- wY peuvent avoir le même signe ou des signes contraires^ car 
on peut multiplier les coordonnées homogènes ou les coordonnées trili- 
néaires d'un point par un facteur arbitraire positif ou négatif. L'identité 

wa-f-pS-4-(VY X y 
r » ^ u h l'i — -H wi 

z z z 

montre que l'expression 

aa -h ^p H- WY 

ou l'expression équivalente 

D(Ma-4-pp -h wy) 
ra H- r'P 4- r'y 

conserve un signe invariable pour tous les points situés d'un côté déterminé 
de la droite A. Le facteur D étant constant, on peut se borner à considérer 
la fraction 

MaH-t'pH-«'Y 

ra -H r'P -+- /'"y 

184. Forme absolue. — Soit 

ufx-\- v^ -\- w^^^ UiX -\' v\y -\- W\Z = o 

l'équation d'une droite A. Cette droite est isotrope, si l'on a a} -hp} = o, en 

se V 
supposant les coordonnées cartésiennes -> ^ rectangulaires. Or 

ttf -+- (^î = (P M -f- P'v 4- ?"«')«-+- (Qm -f- Q'i; -h Q'w)*. 

Nous désignerons par 4>(u, v, w) la forme quadratique, égale à la somme 
de deux carrés, que nous venons d'obtenir, et qui a été nommée par M..Gay- 
ley la forme absolue. Le discriminant de cette forme est nul; donc la forme 
adjointe est un carré parfait, et l'on reconnaît sans difficulté qu'elle est 
égale au carré de rw -+- r'c -+- r'w. Nous avons posé 

a = X (^ coscp -4-y sintp — hz)^ 
P = {ji(a7 cos^}* H-^ sin^ — kz), 
Y = V (^cosO -i-^sin8 — Iz), 

et, par suite, la forme absolue a pour expression générale 

(Xacostp -4- {xpcos^' -h vw cosO)'-i- (Xasintp -i- jJLPsintj; -t- vwsinO * 
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OU, en développant, 

4> ( w, p, w ) ~ X* tt* -4- fx« p* -h V* tp« 

— 2[XV.(^W» COSA — 2vX.(VUC0sB — 2X|JL.UC cosG. 

183. Angle de deux droites, — Soient A, A' deux droites, ayant pour 
équations respectivement 

En posant (D, D') = V, on a 

cosV = ' ' - ■ 

/m? -i- pj /wT^Tî^ 

Le numérateur, eu égard aux formules (3), a pour expression 

(Pa-+-P't^-+-P''w)(Pa'4-P'/-4-P'w') 
H- (Qm -h Q'(^ + Q'w) (Q«*'-t- Q' (''-+- Q'tv'). 

Or il est évident que cette expression est égale à la moitié du coefficient 
de X dans le développement de * ( a -h X k', v -^\v\ w -+- X w' ) ; donc 

£/ ,d^ ,a* ,d*\ 

(7) cosV= — ; =^« 

/4>(m, p, w)4»(a', t'', w') 

On a de même 

. -. UiV\ — ÇiU\ 

sinV= . 

)/u\ -h ul /m'i» -4- ç\^ 

c'est-à-dire 

,o. . -, rCç>iv'— ïvp') -f-r'(cvtt'— Mw') -4-r'(MP' — vu') 

(8) sinV= -• 

La condition d'orthogonalité des deux droites A, A' est donc 
, . ,(^ ,^4> ,(^* 

S'il s'agit de coordonnées normales, on obtient 

( mm'4- pp'-4- fvw' — (vw'-h ivv')cosX 
(lo) 

/ — (wm'-h uw') cosB — (a^>'^- l'ft') cosG = o. 

On obtient d'ailleurs cette condition directement en exprimant que 

{u coscp-4- (^cos^'-f- w cosô)(tt'cosçp -h v' cos^ -^ tv'cosô) 

( M sin <p -t- . . . ) ( u' sin cp -f- . . . ) = o. 



En égalant à zéro le numérateur de sinV, on retrouve la condition de pa- 
rallélisme que nous avons déjà obtenue (180). 
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186. Distance de deux points, — Le carré de la distance des deux points 
(a:, y, z), {x\y\z') a pour expression 

-^ (yz' — zY'y -h(zx' — xz'y 
a*= -^^ T—fz > 

c'est-à-dire, en vertu des formules (a) et (6), 

D«»(PY-Yp^ï«'-«ï^ «P-P«^) 

(ra -+- r'P -+- /^Y)« (ra'-h /-'P'-h t'y')* ' 

D'après cela, l'équation *(Py'""TP'» ï*'"~*Y'> «?'— ?«') = © représente 
les deux droites isotropes issues du point (a', P', y')* 

187. Distance d'un point à une droite, — La distance du point (a?i,^i, ^i) 
à la droite {u, i^, w) sl pour expression 

^i /m} -♦- v\ 

ou 

D(aai-}- ppi-f- i^Yi) 



d = 



(ra,-Hr'p,-H/''Yi)/4>(a, i;, w) 



188. Trouver les équations des bissectrices, des médianes, des hau- 
teurs, etc. du triangle de référence. — Pour plus de simplicité, nous sup- 
poserons qu'il s'agisse de coordonnées normales; mais les méthodes s'appli- 
queraient à des coordonnées trilinéaires quelconques. 

i*^ La bissectrice intérieure de l'angle A, étant le lieu des points situés à 
égales distances des côtés AB et AC, a pour équation p — y = *^* 

La bissectrice extérieure du même angle a pour équation p + y =^ o ; 
car les distances d'un point quelconque de cette bissectrice aux côtés AB, AG 
ont des signes contraires. On vérifie ainsi, d'ailleurs, que ces deux bissec- 
trices sont conjuguées harmoniques par rapport aux côtés AB, AG. 

Les trois bissectrices intérieures, ayant respectivement pour équations 

S 
p — '^ = o, Y — a = o, a — P = o, se coupent au point a=p = Y = — >/? dé- 

signant le demi-périmètre du triangle de référence. On vérifie ainsi que le 

rayon du cercle inscrit est égal à — ; on peut ajouter que, les coordonnées 

du centre de ce cercle étant égales, on peut les supposer égales à l'unité. 

On voit de même que deux bissectrices extérieures et une bissectrice inté- 
rieure concourent en un même point, qui est le centre de l'un des cercles ex- 
inscrits au triangle de référence. Ainsi, par exemple, les trois bissectrices 

ec-hp = o, aH-Y=o, p — y = o concourent au point — a = p = y ; d'où l'on 

S 
tire, pour le rayon r^ du cercle exinscrit tangent au côté AB : ra = • 

Les coordonnées du centre de ce cercle sont — i, i, i. 
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•2? Médianes, — Le sommet A, ayant pour coordonnées i, o, o, la parallèle 
à BG menée par A a pour équation (181) b^-i-c^ = o; donc la médiane 
issue du sommet A, étant la conjuguée harmonique de cette parallèle par rap- 
port aux côtés AB, AG, a pour équation b^ — c^ = o. 

Les deux autres médianes ayant, d'après cela, pour équations 

CY — aa = o, aa-^b^ == Of 
on voit que ces droites se rencontrent au point f — > j> - )• 
Avec des coordonnées barycentriques, les médianes ont pour équations 

et leur point de concours a pour coordonnées i, i, i, ce qui est évident a 
priori f puisque, G étant le centre de gravité du triangle, les trois triangles 
GBG, GGA, GAB sont équivalents. 

3^ Hauteurs. — L'équation de la hauteur issue du sommet A est de la 
forme ^ -i- Xy = o. En exprimant que cette droite est perpendiculaire au 
côté BG, la condition trouvée plus haut (183) donne 

XcosB -hcosG = o. 

On obtient donc pour la hauteur cherchée Téquation 

P cos B — Y c^s G = o ; 

c'est ce que Ton vérifie en calculant le rapport des distances du pied de la 
hauteur aux deux côtés AB, AG. 

Les deux autres hauteurs ont pour équations 

Y cos G — a cos A = 0, a cos A — pcosB = o; 

on en conclut immédiatement que les trois hauteurs se rencontrent au point 

dont les coordonnées normales sont proportionnelles à t-> flj js • 

' '^ cos A cosB cos G 

4° Perpendiculaires aux milieux des côtés. — La perpendiculaire élevée 
au milieu D de BG a une équation de la forme 

XîH- 6p — CY = o; 

en exprimant que cette droite est perpendiculaire à BG, on trouve 

X = 6 cos G — c cos B ; 
son équation est donc 

a sin(B — G) -+- psinB — y sinG = o. 
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Oa Irouvera de même pour les deux autres perpendiculaires 

P sin(G — A) -h^ sinC — otsinA = o, 
Y siii( A — B) -f- qt sin A — p sinB = o. 

Oo vérifie aisément que ces trois droites se coupent au point ayant pour 
coordonnées cosA, cosB, cosG. 

5** Équations des perpendiculaires menées à l'un des côtés, par ses extré- 
mités. — On trouve, par la même méthode, que les perpendiculaires menées 
par G et B respectivement, au côté BG, ont pour équations 

acosG-+-P = o et acosB-h'Y = o. 

Rn remarquant que l'équation 

sinB(a cosG -f- p) H- sinG(a cosB h- y) = o 

représente la droite de l'infini, on voit que sa conjuguée par rapport aux per- 
pendiculaires menées aux extrémités de BG, c'est-à-dire la droite équidistante 
de ces deux dernières, a pour équation 

sinB(acosG-i- P) — sinG(a cosB -t- y) = o; 
c'est bien l'équation trouvée plus haut. 

189. Soient Xu yiy ^i et x%j y^, Zf les coordonnées homogènes de deux 
points M], Ms; désignons par ai, Pi, yi et a^^ pi, Yt ce que deviennent les 
fonctions a, p, y quand on y remplace or, ^, z successivement par Xi^y^^ Zi 
et a?!,^!, z^. Si l'on pose a? = a?i-f- Xarj,^ =^i-f- Xjj, z = Z\-\-\z^i a, p, y 
deviennent ai -h Xaj, Pi -f- XPj, Yi + Xy» et sont les coordonnées trilinéaires 
d'un point de Mi M^. On voit, d'après cela, que tout ce qui a été dit au n*^ 171, 
concernant les coordonnées homogènes, s'applique aux coordonnées trili- 
néaires. 

Gonsidérons de même deux droites {ui, Çi, wx) et (a^, (^t, w^). Le rapport 
anharmonique du faisceau formé par ces deux droites et par les deux droites 

(Wl-h XMî, (^1-4- Xpj, Wi-f- XWj), (Mi-4- {JLMj, t'i-l- fJLPj, (Vi-+- [XW|) 

est égal à - • Par suite, le faisceau est harmonique si X -h fx = o. Lorsque les 
paramètres variables X, fx sont liés par l'équation 

(i) AXtx-4-BX-4-G|JL4-D = 0, 

on dit que les droites X, \l se correspondent homographiquement; elles sont 
en involution si B = G. 

Plus généralement considérons quatre droites quelconques Ai, A^, A3, A4 dé- 
finies par les paramètres (mi, Pj, wi), (mj, Pj, tvj), («a, (^3, W3), (M4, (^4, (V4); 
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on dit que les droites 

(Mi-|- Xuj, i^l-h X(»j, Wl-H Xw^i) et (MjH- (JIM4> <'»+ IA(^4, Wj-hflW^) 

tracent deux faisceaux homographiques si X et (x satisfont à Téquation pré- 
cédente. Supposons que Ai et A) correspondent à As et Av. Dans ce cas Téqua- 
tion (i) doit être vérifiée quand X = o, {x = o et aussi quand X et [x sont infi- 
nis; donc A = o, D = o; elle se réduit donc à [l = k\, k étant une con- 
stante. Par suite, la droite (x aura pour coordonnées 

Ui-hXku^f Vz-hXkvi^j wz-hXkwt^y 

ou, en posant u[ — kui^y v\ = kvi,^ w\ = kw^ : 

W3 H- X m'ji , t^s -+- X v\ , wa -+- X w 4 . 

On peut donc, en multipliant par un facteur conveuable les coordonnées 
de A4, définir Thomographie par les systèmes 

^^l+Xut, t'i-nXi^i, wiH-X(Vj, 

Wj + X W4, t^s H- X Vi,, 1^3 H- X (^4, 

et il devient ainsi évident que le rapport anharmonique de quatre droites du 
premier faisceau est égal au rapport anharmonique des quatre droites cor- 
respondantes du second faisceau. 

EXERCICES. 

1. Si deux triangles ABC, A'B'C sont tels que les perpendiculaires abaissées 
des sommets A, B, G du premier sur les côtés B'C, C'A', A'B' du second 
soient concourantes, il en est de même des perpendiculaires abaissées des 
sommets du second triangle sur les côtés du premier. Montrer que si la même 
propriété a lieu aussi pour les perpendiculaires abaissées de A, B, G sur G' A', 
A'B', B'C', elle aura encore lieu pour les perpendiculaires abaissées de A, B, G 
sur A'B', B'G', G' A'. 

2. On dit que deux points M, M' sont réciproques quand leurs coordonnées 
trilinéaires vérifient les relations 

Connaissant les coordonnées normales d'un point M, calculer celles du point 
réciproque M'. Application à l'orthocentre et au centre du cercle circon- 
scrit. 

3. Prouver que les symédianes d'un triangle sont concourantes et calculer 
les coordonnées normales de leur point de concours. 

— On nomme symédiane relative à un angle la symétrique de la médiane 
partant du sommet de cet angle par rapport à la bissectrice du même angle. 
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4. Trouver un point M tel que 

MAB = MB^ = MCA = 6, 
6 étant un angle donné et ABC désignant le triangle de référence. 

5. En prenant pour axes deux côtés AB, AC du triangle de référence, 
trouver les coordonnées normales d'un point dont on donne les coordonnées 
rectilignes. 

• 6. Le point de concours des hauteurs d'un triangle H (orthocentre); le 
point de concours des médianes G (centre de gravité) et le centre O du 
cercle circonscrit sont en ligne droite, et, en outre, GH = 2 GO. 

7. Former Téquation de la droite OGH. 

8. Former l'équation de la droite joignant les centres du cercle inscrit et 
du cercle circonscrit. 

9. Même problème pour chacun des cercles exinscrits. 
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INVARIANTS. 



190. On sait {Cours d'Algèbre^ t. II, p. 198) que le discriminant d'une 
forme quadratique est un invariant. Nous nous proposons d'examiner le 
cas où la substitution linéaire est une transformation de coordonnées. 

Considérons d'abord la transformation sans déplacement d'origine. Soient 
x^ y les anciennes coordonnées d'un point M et X, Y ses nouvelles coor- 
données. Les paramètres principaux de la demi-droite OX étant (a, P) et 
ceux de OY : (a', P'), les formules de transformation sont 

(I) a7 = aX-i-a'Y, j^=pX4-P'Y. 

En désignant par 6 l'angle {Ox.Oy) et par 0' l'angle (OX, OY) et en 
supposant le plan orienté suivant la convention ordinaire, on a en grandeur 

et signe 

sinO'=^.a3'--pa')sinô. 



i4o 

Le déterminant a^'- 
On a donc 
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pa' est précisément le module |a de la substitution (i). 

sin6' 
' smO 



On peut vérifier ce résultat : on sait que 

a?«-+- aarjr cos6 -r- j^« = X«-h 2XY cosO'-h Y» ; 

or les discriminants de ces formes sont respectivement sin*6 et sin>6'; par 
suite, le discriminant étant un invariant, sin*6'= sin'O.fi'. 

Cela posé, la forme Ax^-^^Bxy -hCy* devient, après la transformation 
(le coordonnées, A'X'-+- aB'XY -h C'Y*, de sorte que 

Aar«+ iBxy -f- C^»- A' X* -h aB'XY H- C'Y», 



et par conséquent 



A'C— B'«=(AC — B«)fx*; 



„ » 1 . sin»6 

d ou, en remplaçant a» par . .^ 9 



A'C— B'« AC — B« 



sin«ô' 



sinsO 



On a donc ce théorème : Quand on effectue sur la forme A a:* -4- 2 B a?^ -f- C^* 
une transformation de coordonnées sans déplacement d'origine, Texpression 

AC — B« 

sin»e 
reste invariable. 

Effectuons maintenant la transformation la plus générale sur la forme 

quadratique 



en posant 



x = aXH-a'Y-+-o'Z, 
^=pXH-p'Y-t-p'Z, 

^ = z. 



sin6' 



Le module de la substitution est encore égal à ap'— pa' ou . ^ ; cette 

substitution change la forme quadratique donnée en une nouvelle forme, de 
sorte que 



Aarî-h. . .+ F5*E= A'X«M-. . .-h FZ«. 



Si Ton pose 



A B D 
B G E 
D E F 



= ^. 



A' B' D' 

B' G' E' =A\ 
I D' E' F' 
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on a 

A'= A|jl' ou 



sin^ô' sin*e 

D'après cela, si Ton effectue le changement de coordonnées représenté par 
les formules 

dans le polynôme Aa?*-*- aBary h- Cy^ -H 2Da?-H 7.Ejr-+- F, l'expression -v- -x 
reste invariable; ce qui signifie que, 

A'X«4- 2 B'XY -4- C Yî-t- aD'X -4- aE'Y -+- F 

désignant le nouveau polynôme du second degré obtenu par la substitution 

A' A 

précédente, l'expression . .^, aura la même valeur que -t-t-â • 
'^ '^ sin*ô ^ sin*6 

191. Considérons deux formes 

A X* -^ 2B xjr -{- Cy* et XiX^-h iBixy -i- C^y*. 

Si ces formes se transforment en 

A'X«-+- 2B'XY -i- C'Y» et A; X*-f- iB\ XY •+■ C\ Y«, 

on en déduit l'identité 

(A-HXA,)3?«-+-...^(A'-t-XA;)X»-H...; 
donc 

(A' + XA'i)(G'4-XC',)— (B'-f-XB'i)« = [(A-+-XA,)(G-4-XG,)-(B-HXBi)«]|ji«, 

et, par conséquent, cette identité ayant lieu quelle que soit la valeur attribuée 
à X, les coefficients de X doivent être les mêmes dans les deux membres, ce 
qui donne 

A'C'i -h C'A't — aB'B'i = (AG,+ CAi— aBBj) ji«. 
Donc, si l'on fait une transformation de coordonnées, on aura 

A^G;-4-G^A;— ?.B^B; ^ ACi+GAi-aBBt 
sin*e' ~ sin»6 

En particulier, puisque a?'-4- aar^cosô -4-^'s X«-f-2XYcosô'-i- Y*, on a 

A^-f-G^— aB^cosB' _ A-hG — aBcosB 
sin« 6' sîn«e 

Il est clair qu'un déplacement de l'origine sans changement de direction des 
axes n'altère pas les coefficients des termes du plus haut degré d'un poly- 
nôme ; donc en résumé, en posant AG — B<=8, A+G — 2B cosO = 7) quand 
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on effectue sur le polynôme du second degré 

\x^-^2Bxy -h Cy^ -h 2 D a? -h 2 Ey ■+• F 

la transformation de coordonnées la plus générale, les trois quantités 

-;— Tftj . ' ft > -i—rrr restent invariables. 
sin*0 sin*Q sin*0 

Mais il est essentiel de remarquer que l'on ne doit supprimer ni introduire 
aucun facteur commun aux coefficients A', B', ..., F' du polynôme trans- 
formé. 

192. Application. — Considérons la forme suivante : (A:r -+- B^)« ou 
A «a?* ■+- aABay/" ■+• B*y*, Il résulte de ce qui précède que 

A»-4-Bt— 2ABCOSO 

reste invariable quand on fait une transformation de coordonnées. 

Cela étant, soit 

Xa--\- Bj^-+-C = o 

l'équation d'une droite A; si l'on effectue une transformation de coordonnées, 

de façon que 

Aar -h Bj^ -4- C == A'X -+- B' Y -h C, 

on aura aussi 

(\x-hBy-^C)sinB __ (A^X -4- B^Y -h C)sine^ 
/A«-4-B«— 2ABCOSÔ "" /vnTRl^^^iA'B'cosO'' 

Ainsi l'expression 

(Ay-+-B7-hC)sinQ 

/ A* -h B* -^âÂBcos ' 

dans laquelle x,y sont les coordonnées d'un point quelconque M, n'est pas 
altérée par la transformation de coordonnées la plus générale; elle représente 
une longueur, comme on s'en assure aisément. Or, supposons que l'on prenne 
pour nouvel axe des x la droite A elle-même et pour axe des ^ une perpendi- 
culaire à A; nous aurons A'= C' = o, 6' = 90*, et par suite 

(Aar4-B^-+-G)sine ^ B^Y^ _^^ 
v/A»-hB«-.2ABcosO "" /ïï '"» " "" 

On en conclut que la distance d du point (x^y) à la droite A a pour ex- 
pression 

,__^ ( Aa?-+-Bj^-4-C)sin9 

~ '" v'Aî-i- B»— aAB cosO 
C'est la formule démontrée plus haut. 



CHAPITRE Y. 

FAISCEAUX DE DROITES. 



193. Une équation algébrique de degré supérieur au premier peut 
représenter un système de droites, comme le montrent les exemples 
suivants. 

1° Une équation à une seule variable /{x) = o représente des 
droites parallèles à l'axe des y. 

En effet, à toute solution ^ = a de cette équation correspond une 
parallèle à l'axe des y. 

Si /(a:) est un polynôme entier en j?, de degré m, l'équation pré- 
cédente se décompose et représente m droites parallèles à l'axe 
des y; comme cette équation peut avoir des racines imaginaires ou 
des racines égales, nous dirons que l'équation représente m droites 
réelles ou imaginaires, distinctes ou confondues. 

Par exemple, l'équation x^ — a' = o se décompose en deux autres, 

savoir 

X — a = o et x*-h ax -\-a* = o; 

elle représente une droite réelle, 4? = a, et deux droites imaginaires 
conjuguées. Pareillement, une équation algébrique de la forme 
/{y) = o représente des parallèles à l'axe des x. 

2** Une équation algébrique homogène à deux variables 

f(x,y) = o 

m 

représente un faisceau de droites passant par l'origine. Supposons, 
en effet, que /{x^y) soit un polynôme homogène de degré m; on 
sait(C. A., t. Il, p. 546) que ce polynôme peut être mis sous la 
forme d'un produit de facteurs homogènes linéaires 
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ce qui prouve que l'équation proposée se décompose en plusieurs 
autres, homogènes et du premier degré; donc elle représente 
m droites passant par Forigine, qui d'ailleurs ne sont pas néces- 
sairement distinctes ni toutes réelles. 

Le résultat précédent est général ; toute équation homogène en x 
et y, algébrique ou transcendante, ne représente que des droites 
passant par l'origine. 

3'' Une équation transcendante peut aussi définir un système de 

droites. Ainsi l'équation 

sina? = o 

est équivalente à 

k désignant un entier quelconque, positif ou négatif; elle représente 

donc une infinité de parallèles à l'axe des^. 

L'équation 

sinar = s\uy 

représente une double infinité de droites définies par les équations 

y ^ X -^ik-r:^ y= — a? -4- ïA-'n -+- ir. 

Ces droites forment un réseau de carrés dont les côtés sont parallèles 
aux bissectrices des angles formés par les axes. 

Faisceaux du second degré. 
194. L'équation 

représente deux droites passant par Torigine. Cherchons dans quel 
cas ces droites sont réelles. 

En supposant d'abord G ^ o, nous remarquerons que, si m et /n\ 
sont les racines de l'équation 

(2) C««+2B<-|-A =0, 

le premier membre de l'équation proposée se décompose en deux 
facteurs du premier degré : 

Aa7*H-2B3?7-+- Cj^*i7= C{y — nix){y — m'x)\ 
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par suite, en posant AC — B2=ô, il y a trois cas à distinguer : 
f" <; o. L'équation (i) représente deux droites réelles et dis- 
tinctes. 

2,^ 3^0. L'équation (i) représente deux droites imaginaires con- 
juguées. 

3® 5 = o ; dans ce cas, m = m\ de sorte que 

Téquation (i) ne représente, à vrai dire, qu'une seule droite. Mais, 
si Ton suppose que 3 tende vers zéro, les deux droites qu'elle repré- 
sente, distinctes d'abord, se confondent quand 3 devient nul. On dit 
alors que l'équation (i) représente deua; droites confondues, ou 
encore une droite double. 

Lorsque C =: o, l'équation proposée se réduit à Ax^-h 2Bxy=o; 
elle se décompose en deux équations du premier degré, et repré- 
sente deux droites réelles j? = o, A.t: ~\- 2hy = o. Or, dans ce cas, 
3 = — B^, c'est-à-dire 8<;o. Ce cas rentre donc dans le premier. 
Si C = o, B = o, l'équation se réduit à A ^2= o; elle représente 
une droite double, confondue avec l'axe des j^; mais 3 est alors égal 
à zéro : c'est conforme au résultat du troisième cas. 

On doit d'ailleurs remarquer que, si C tend vers zéro, une racine de 

l'équation (2) grandit indéfiniment et l'autre tend vers 7-' et si, 

en outre, B tend vers zéro, les deux racines grandissent indéfi- 
niment. 

i9o. Oq obtient ces résultats par un autre procédé qu'il est utile de con- 
naître. Le polynôme (i) est décomposable en une somme de carrés, de sorte 
que Ton peut poser 

Ax^-¥- 2Bxy-¥- Cy^:= t{ax 4- by)^-\- z'{a'x -h b'y)^, 

ô et t' désignant des nombres égaux à -h i ou — i ou à zéro, et ab' '— ba 
étant supposé différent de zéro. 

La substitution X = aar-+-6^, \ =- a'x -i-b'y, ayant pour module 
jx = ab' — ba'y fournit l'identité 

eX«-i- t'\^=Xx^^iBxy -t- C^». 

» 

Donc(C. A., t. II, p. 536) 

NlEWENOLOWSKI. — G. a/1., I. 10 
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Par suite, si o < o, on a aussi ec'< o; la forme est alors la différence de 
deux carrés, c'est-à-dire un produit de deux facteurs réels du premier degré : 
l'équation (i) représente deux droites réelles. Si 3 > o, on doit supposer 
Êe'>o; le polynôme (i) est la somme de deux carrés, l'équation représente 
deux droites imaginaires conjuguées. Enfin si 0=0 l'un des nombres e, e'est 
nul, on a une droite double; on écarte le cas oùA = B = G = o qui corres- 
pond à e = e' = o. 

196. Trouver l'angle des droites représentées par Inéquation 
(i) Aa?* H- î B 37^ ■+- G j^'* = o. 

Soit l'angle des axes; il s'agit de calculer Tangle V défini par la 

formule 

(m' — m) sin9 



tangV = 



I -+■ mm'-¥- {m-^ m') cos 8 



On a formé plus haut Téquation aux coefficients angulaires; on 

en déduit 

r A , aB 
mm = p > /w H- /n = ^ j 



/ ^^ 

m' — m = -±.^{m-\- m'y — ^mm' = àz -~^ — ; 

en substituant dans la formule précédente, on obtient 

XT _!_ ^/--3 sin6 

(2) tangV=±:— î^^ 

Si m ou m' est infini, on vérifie sans peine que cette formule sub- 
siste. 

197. Condition d'orthogonalité, — Pour que tangV soit infini, 
il faut et il suffit que 'f\ = o, c'est-à-dire 

A -h G — aBcosÔ = o. 

198. Remarques. — I. On peut diriger autrement le calcul en posant 

Aa7«4- iBxy -\- Cy^ = {bx— ay){b'x — a! y) 
et en partant de la formule 

(3) tangV= ^ ' • 



aa'-Jr bb'-h {ab'-+- ba') cos6 ' 
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on a en effet 

ad— C, bU= A, ab'-^ ba'= — a B, 
ab'-'ba'=zt s/{ab'-hba'y—iaa'bb' = ± 2 \/^. 

En particulier, la condition d'orthogonalité des deux droites s'obtient en 

posant 

aa' -h bb' -{- {ab' -¥- ba') cos6 = o. 

II. La théorie des invariants permet de trouver très facilement tangV. 
Pour plus de précision, supposons les droites réelles et distinctes et prenons- 
les pour axes, en posant 

A:r* -+- 2 B jrj^ H- C^* = a B' X Y. 

II suffira d'éliminer B' entre les équations 

5 _ — B» T, _ — 2B^cosV 

sin*6 '~ sin*V sin*6 ~" sin'V 

199. Déterminer le signe que Von doit choisir dans la formule {1) pour 
que V soit V angle formé par les demi-droites du faisceau qui sont di- 
rigées du côté des y positifs, — Si l'on suppose que (a, b) soient les para- 
mètres directeurs de la première des deux droites avec laquelle Taxe des x 
se confondrait s'il tournait autour de l'origine dans le sens positif, la for- 
mule (3) donne l'angle dont il s'agit. Or, si nous supposons b = b' = i, on 
aura évidemment a — a'> o; et par suite 

a — a' = -h ^{a -{- a'y — 4 ^«'• 
D'autre part, 

Aa?*-*- 2Ba7j^ -h G/*= X{x — ay) (x — ci'y), 

et par conséquent 

aB , C , /^ 

a-h a = T-» aa = -r 9 a — a=H-2 - , : 

A A ^x* 

il faut donc poser 

a — a =e — r — » 
A 

ce qui donne 

_, 2 i/ — sinO 
tangV = s —^ , 

e étant égal à +1 quand A et positif et à — i quand A est négatif. 
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200. Exprimer que les deux Jaisceaux représentés par 

sont conjugués harmoniques, 

1° Nous supposons que les droites du premier faisceau dont les 
coefficients angulaires sont /n<, mj, soient conjuguées par rapport 
aux deux droites du second faisceau, ayant pour coefficients angu- 
laires /?Î3, m^, La condition nécessaire et suffisanle pour qu'il en 

soit ainsi est 
« 

(mi-h mî)(mj-+- m^) = 2(mi wijH- mim^)^ 

c'est-à-dire 

— 2B^ _ /A A'\ 



-2B — 2B' 



ou, sous forme entière, 

AG'-+-CA'-2BB'=o. 

2** La condition est toute différente si Ton suppose que les rayons con- 
jugués appartiennent à des faisceaux différents. Il s'agit alors dVxprîmcr, au 
moyen des coefficients des équations données, la condition suivante : 

(mi-h /?i3)(/nj-+- m^) = 2(/nima-h Wjmv), 

ou, en développant, 

/i! I /7i j -H m3 /n^ = m i ( 2 mj — m^ ) -h mj ( 2 m^ — 7/13 ). 

Le premier membre est connu; pour calculer le second, posons 
ot considérons l'expression obtenue en permutant /ni et mi, savoir 

4BB' 



oc qui donne 



u-^vz= (mi-h mi){mi-¥ m^) = 



ce 



et, par suite, 



2BB'=fc6v/8â^ 

"= ce 
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La condition cherchée est donc 

AG'-4- CA'-2BB' = it: 6v/ô? 
Hî — 36.88' =o 



en désignant par H l'invariant harmonique AG'-h G A' — 2BB'. 
On arrive aux résultats précédents par la théorie des invariants. 
Dans le premier cas, posons 

A a:»-f-2B ir7 4-G^«=XY, 

A'arî-f- aB'iTj^ -h G>« = MX«-h 2pXY -i- wY«. 

Deux droites conjuguées harmoniques par rapport aux droites X = 
Y = o ont des équations de la forme a\ 4- 6 Y = o, a'X -h b'Y = o avec la 

condition — 1 7 = o ou ab'-+- ba' = o. Mais, si l'on suppose 

a a 

aX«-h2PXY-4-wYï=(aX+6Y)(a'X-h6'Y), 

on voit que 

ab'-h ba'= 2v; 

il s'agit donc d'exprimer que p = o. Or 

AC+ GA'— aBB' = - 2t^ |jl« ; 

donc la condition demandée est H = o. 

En second lieu, si les rayons conjugués n'appartiennent pas à un même 
faisceau, nous poserons 

A arî-+-2Ba:^y-^G^»=3 aX«-i-2P XY 

A'a7«-^ iB'xy -+- G>«= iv'XY -h w'Y* 

et nous exprimerons que wXH-2t'Y = o, 2v'X-hw'Y = o représentent 
deux droites conjuguées harmoniques par rapport aux droites X = o, Y = o. 
La condition est uw -\- ^vç' = 0, 

Or, fji étant le module de la substitution qui permet de passer des va- 
riables X, Y aux variables x, y-y on a 

(I) S =— pV*. 

(2) l' =^ç'l^t^ 

ou, en tenant compte de la relation trouvée plus haut, 
(3) H=-6('i'>«. 

Il reste à éliminer P[x et (''fi entre les équations (1), (2), (3), ce qui se fait 
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sans difficulté et Ton trouve la relation H* =36.88'. Il convient de remar- 
quer que ces résultats subsistent avec des coordonnées trilinéaires. 

Remarque, — La condition d'orlhogonalité t] = o exprime que les côtés 
d'un angle droit forment un faisceau harmonique avec les droites isotropes 
menées par son sommet, ce que nous savions déjà. 

201. Trouver V équation des bissectrices du faisceau 

A a:* -h 2 Bay^ -h C^* = o. 

Pour que 

k'x^-\- iB'xy -h C>« = o 

représente les bissectrices du faisceau, il faut et il suffit (comme on 
le démontre sans difficulté en s'appu^^ant sur le n"* 146) que ces 
droites soient rectangulaires et conjuguées harmoniques par rapport 
aux droites du faisceau donné, c'est-à-dire que A', B', C vérifient 
les deux, équations 

A'-T- C— 2B' cos6 = o, AC'-i- GA'— aBB'= o. 

Si l'on suppose que l'un des mineurs A — C, B — AcosO, 
B — GcosB soit différent de zéro, ces équations déterminent les rap- 
ports des inconnues A', 2B', C; on aura l'équation cherchée en éli- 
minant A', 2B', G entre les équations précédentes, ce qui donne 

ar* xy y^ 1 
I — cos6 I =0, 
C — B A 



ou, en développant, 

a:*( A cos6 — B) -h iFK( A — G) -i- j^«( B — G cosO) = o. 

Cette équation représente deux droites réelles quand les coeffi- 
cients A, B, C sont réels, même si le faisceau donné est composé de 
droites imaginaires conjuguées, comme le montre l'identité 

(A — G)»— 4(Acose — B)(B — GcosO) 
= [aB — ( A -f- G) cos6]«H- (A - G)» sin«e ; 

car le second membre est toujours positif, si Ton écarte l'hypothèse 
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A = C, B=: AcosO, pour laquelle le faisceau est isotrope; alors les 
bissectrices sont indéterminées. 

202. Remarque, — D'une manière générale, si les coefGcienls 
de Téquation 

sont réels et si 

(2) A -+- G — 2B cos6 = o, 

cette équation représente deux droites réelles. En effet, en tenant 
compte de la relation (2), on trouve 

(A-hC)«sin«eH-(A — C)»cos«e 

B* — AL = r-^ • 

4 cos*0 

Conditions pour que Téquation du second degré /(:r, y) = o 

représente deux droites. 

203. Si l'équation du second degré f{oc^ y) == o représente deux 
droites, on a identiquement 

/(^» y) = {^^ -k-vy-^ w)(u'x -+- v'y -4- w'), 

et, par suite, en posant 

f{x,y^ 5)= kx^-\-^'Qxy -h Cj*-i- iDxx-^- a'Eyz -h F^*, 

on aura 

/{^iXi 5) 53 {ux-^ vy -H tvz)(u'x -h v'y -h w'-s), 

d'où il résulte que la forme quadratiquey(j:,y, z) sera la somme de 
deux carrés au plus et, par conséquent, son discriminant A sera nul. 
Nous obtenons ainsi une condition nécessaire A = o. Réciproque- 
ment, si cette condition est remplie, /(^, y, s) est la somme de deux 
carrés distincts ou un carré; dans les deux cas/(j?,^, z) est le pro- 
duit de deux facteurs linéaires distincts ou non et, par suite, l'équa- 
lion /(^^y, z) = représente deux droites, distinctes ou con- 
fondues. 

Discussion, — Les coefficients dej(x,y, z) étant supposés tous 
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réels, soit 5 le discriminant de la fonction Aœ^-i- ^Bxy-h Cy^ ou 
©(^, y). Nous distinguerons plusieurs cas : 

i** 8 ^ o. On sait alors que, le discriminant A étant nul et le mi- 
neur symétrique 3 étant différent de zévo^f{x^y^ z) est la somme de 
deux carrés distincts; si l'on pose 

(0 f{^%yi ^)^ 6(^37 -h my -h nzy-^t'{l'x -h m'y -h n' z)^^ 

on a 

Le discriminant de ^{x^ y) étant différent de zéro, cette forme est 
la somme de deux carrés distincts; donc hn! — ml'y^o\ les droites 
représentées par les équations 

Ix -h my -1-/1-5 = 0, r X -i- m'y -h n'z = o 

sont concourantes; il en est donc de même des droites représentées 
par l'équation y(j:,^', ;;) = o, puisque leurs équations peuvent s'é- 
crire 

Ix -^ my -h nz = ± 4 / (l'x -h m'y-\- n'z): 

on voit, en outre, que ces droites sont réelles ou imaginaires, sui- 
vant que £ et e' ont des signes contraires ou le même signe, c'est- 
à-dire suivant que 8 est négatif ou positif; donc, si l'on suppose 
A = o, 8 < o, l'équation /(^, j^, s) = o représente deux droites 
réelles et concourantes. 

Si, au contraire, on a A = o, 3 > o, l'équation considérée repré- 
sente deux droites concourantes, imaginaires conjuguées. 

2° 8 = 0. Ce cas se subdivise en deux autres; supposons que l'un 
des mineurs symétriques AF — D^ ou CF — E^ soit différent de 
zéro, et soit, par exemple, AF — D-^o : la forme /(^,jKj -) est 
encore la somme de deux carrés distincts et l'identité (i) subsiste. 

L'identité (a) montre que Im' — mP==o, puisque ©(x, y) est un 
carré parfait ; donc Ix 4- my -f- n^ = o, l'x -4- m^y -f- n'5 = o re- 
présentent deux droites parallèles; d'ailleurs ces droites sont dis- 
tinctes, car on déduit de l'identité (i), en y faisant^ = o, 

(3) A.rs-f- iDxz-h F^*— e(/a?-h nz)^-ht'(l'x-^n'z)*y 

et comme le discriminant AF — D^ du premier membre est différent 
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de zéro, InJ — ni' est aussi différent de zéro; en outre, l'identité (3) 
montre que e et e' ont le même signe ou des signes différents suivant 
que Ton suppose AF — D^ positif ou négatif; donc, si Ton suppose 
A = o, 81=0, AF — D2<o, Téquation /(^,y, :;)= o représente 
deux droites parallèles et réelles. Si, au contraire, on suppose A = o, 
= 0, AF — D^ > o, elle représente deux droites parallèles imagi- 
naires; mais la direction de ces droites est toujours réelle, car elle 
est donnée par Téquation Ix -\~ my =^ o dont les coefficients sont 
réels. 

Enfin, si A = o et si les mineurs AC — BS AF — DS CF — E^ 
sont nuls tous les trois, l'identité (i) est remplacée par celle-ci 

/(^» y^ -s) = e(/a7 H- my -h nz)*, 

et l'équation /{x^y, z) = o représente alors deux droites con- 
fondues. 

On peut donc dresser le Tableau suivant : 

; < o : deux, droites concourantes réelles. 
8 > o : deux droites concourantes imaginaires. 

AF — D«< o (ou CF — E2<o) : deux droites parallèles 

réelles. 

AF — D«>o (ou CF — E»>o) : deux droites parallèles 
6 = 0^^ imaginaires. 

AF — D* = o, CF — E* = o : deux droites confondues 

(à distance finie si A 
\ 1 ou C est différent de o). 

204. Lorsque Ton suppose ^^^ o, on peut trouver les coordonnées du point 
de concours des deux droites. En effet, les équations /^ = Oj/y=: o repré- 
sentent alors deux droites concourantes; soient Xo, yo les coordonnées de 
leur point de rencontre et posons x = Xq-^X^ y =yo'^^'i nous obtien- 
drons ainsi 

/(x, ^) =/(xo,:r«) + x/;.+ Y/;.-t- o(X, Y); 

mais/^^= o,/^^=z o; d'autre part,/i,/j,/3 désignant les demi-dérivées de /, 
si dans l'identité d'Euler 

on pose X = a?©, y = yo^ -s = i, on obtient 

fixoyo) = Dxo-h Eyo-hF = o, 



A = 
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car, en vertu des hypothèses A = o, o ^ o, Inéquation fz — o est une consé- 
quence des équations/i = o, y*^ = o ; donc, en définitive, l'équation^ ( jr.^) = o 
se réduit à (p( X, Y) = o ou 

A(a: — a:o)*-4- 2B(ar — a?o) (r — J'o) -f- C^x — ^o)* = o; 
le point de concours des deux droites a donc pour coordonnées précisément 

^Ù et J^O' 

Lorsque A = o, S = o, si Tun au moins des coefficients A ou G est dif- 
férent de zéro, les droites représentées par réquation/(a:,^) = o sont à dis- 
tance finie: en supposant par exemple A ^^ o, les abscisses des points de ren- 
contre avec l'axe des œ sont les racines de l'équation Aa7*-t- tiDar-hF = o, 
ce qui explique l'intervention du mineur AF — D> dans la discussion. Re- 
marquons encore que, s\ f{x^y^z) est un carré parfait, les àéri\és /^^ fyy /• 
sont proportionnelles et, par suite, la droite double est représentée par l'une 
ou l'autre des équations yi= o^fy= 0,/^ = o; il est bon de remarquer que 
l'une de ces dérivées ou deux d'entre elles peuvent être identiquement nulles. 
Enfin, si Ton suppose A = o, C = o, B = o, l'équation proposée se réduit à 
-5(2Da?-+- aE^H- F^) = o; elle représente deux droites dont l'une est à 
l'infini; et si en outre D = o, E = o, l'équation se réduit à F5*= o et repré- 
sente deux droites rejetées à l'infini. 

205. Nombre des conditions nécessaires pour que l'équation de degré m 
représente m droites, 

I® Les m droites sont concourantes, — Soient x^, y^ les coordonnées du 
point de concours ; si l'on pose x = Xi^-^\, y = y^-^Y^ l'équation 

/(a7o-4-X,j'o-+- Y) = o 

devra être homogène en X et Y; en annulant les coefficients des termes de 

,,.-.. , . /?i(m-+-i) ... r>. 

degré inférieur a m, on trouvera conditions. 5i Xq^ y^ ne sont pas 

données, deux de ces équations les détermineront et il ne restera plus que 

/n*-4- m — 4 !• • 
^ conditions. 

'x^ Les m droites sont parallèles, — Si la direction est donnée, on prend 
Taxe des y parallèle à cette direction et dans l'équation transformée on 

, , . . . j m(m -+■ i) 
annule tous les termes qui contiennent j'; ce qui donne encore 

conditions. Si la direction des droites n'est pas donnée, il faudra éliminer 

le paramètre qui détermine la direction du nouvel axe des y et il restera 

/n«-+- m — 2 ... 
conditions. 

2 

3" Les m droites sont quelconques, — Dans ce cas, en supposant qu'aucune 
d'elles ne passe par l'origine, il faudra identifier l'équation /(x, y) = avec 
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la suivante 

ce qui donne — ^ conditions entre lesquelles on devra éliminer les a m 

inconnues Ui,vi, »'.,Um,i^m\ le nombre des conditions cherchées est donc égal 

, /w(m-h3) mim — i) 
a • — ^ — a m ou — ^^ ^ • 



EXERCICES. 

1. Déterminer h de façon que l'équation 

X* -{- ay* -h (a -h i) xy +(1 — a)y -h A = o 
représente deux droites. 

2. Étant donnée Téquation d'un faisceau de n droites issues d'un point A, 
former l'équation du faisceau des perpendiculaires à ces droites menées par 
un point donné. 

3. Étant donnée l'équation d'un faisceau de droites issues d'un point 
donné A, former l'équation du faisceau obtenu en faisant tourner chacune de 
ces droites, et dans le même sens, d'un angle donné a, autour du point A. 

4. Former l'équation d'un faisceau régulier de n droites issues de l'ori- 
gine des coordonnées. 

5. Trouver l'angle de deux droites, connaissant l'équation du faisceau 
formé par ces deux droites, en coordonnées trilinéaires. 

6. Trouver la condition pour que l'équation 

représente un faisceau harmonique. 
Montrer que cette condition est la suivante : 

ao cil a^ 

a,\ ai a^ = o. 

as as a^ 

Vérifier si cette condition est suffisante. 

7. Trouver la condition pour que deux des droites représentées par l'équa- 
tion du quatrième degré précédente soient rectangulaires, ou fassent entre 
elles un angle de 45^ 

8. Trouver la somme V des angles que font avec l'axe des x les droites du 
faisceau /( a?, j') =0, les axes étant rectangulaires. 
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— En posant /(/, i) = P -h Qi, on a tangV = — ^ • 

9. Résoudre le môme problème en supposant le faisceau défini par l'équa- 

lion tangentielley'(a, i^) = o, les valeurs de > racines de l'équation étant 

les coefficients angulaires des droites du faisceau. 

— En posant /(i, i) = P'h- Q'e, on a tangV = ^7* 
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CERCLE. 



206. L'équation du cercle de rayon R dont le centre a pour coor- 
données Xoi yo est 

(i) (ar — a7«)«-f-(j'— j^o)'H-2(a? — a:o)(^— J^o)cos0 — R«=o, 

6 désignant l'angle des axes coordonnés. Nous allons examiner 
quelques cas particuliers. 

1° Les axes de coordonnées sont rectangulaires; l'équation du 
cercle est alors 

2° Les axes sont deux diamètres rectangulaires du cercle donné ; 
dans ce cas l'équation est réduite à la forme la plus simple 

a;î _|_ j^î __ Rî — o. 

3^ Le cercle donné est tangent à l'un des axes, par exemple à 
Taxe des y; en outre, les axes sont rectangulaires. Dans ce cas, 
R^zrr xj et, par suite, l'équation (2) se simplifie et devient 
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et, en outre, 

R = |a:o|. 

4° Si, de plus, le cercle passe par Torigine, j'o =-:: o et Téquation se 
réduit à 

^* -+- J^* — IXXq = o. 

5° De même, un cercle tangent à l'axe des x a pour équation, 
les axes étant toujours supposés rectangulaires, 

(a: — a7o)»-+-j'«— 2^70=0; R = Ijol- 

6® L'équation d'un cercle passant par l'origine et tangent à l'axe 
des X est, les axes étant rectangulaires, 

a?«-+-j*— 2^70=0. 

7^ Equation du cercle tangent aux deux axes, supposés rectangu- 
laires. On a alors 

a'o = eR, ^o=6'R (e = =t I, £' = ±i); 

l'équation cherchée est donc 

x^-^y^— it^x — 2e'R^-!- R* = o. 

207. Conditions pour que Véquation du second degré 
f[x^y) = o représente un cercle. 

Étant donnée l'équation 
(1) Aa7»-f-2B37^-i- Cj^*-+- 2Da7 4- 2E^-i- F = o, 

rapportée à deux axes d'angle 9, il s'agit de trouver quelles sont les 
conditions nécessaires et suffisantes pour que l'on puisse déterminer 
jPo,^oj Ri de manière que l'équation 

OU, en développant, 

!a?»-t- 2a?y cos6 -h y*— ^x^Xo-^y^cos^) 
— 2y{Xi) cos6 -h^o) -^^0-^ a^ojo cos6 4-^J — R* = o 

soit identique à l'équation (1). Les coefficients de l'équation (1) de- 
vant être proportionnels aux coefficients des termes respectivement 



l58 CHAPITRE YI. 

semblables de Tëquation (2), on voit d'abord que A doit être diffé- 
rent de zéro; cette condition étant supposée remplie^ en multipliant 
par A tous les coefficients du poljnome (2), on doit obtenir iden- 
tiquement le polynôme (i); donc on doit poser 

(3) Acose = B, 

(4) A=C, 

(5) A(a:oH-j^oCOS0) =— D, 

(6) A(a7ocos0 -h^o) = — E, 
( 7 ) A (a?» -i- 2Xoyo cos 6 4-^J — R») = F. 

Les deux équations (3) et (4) ne contenant pas les inconnues :ro, 

^0? R^ expriment des conditions nécessaires; examinons si ces 

conditions sont suffisantes. Le déterminant du système formé par 

les équations (5) et (6) étant égal à A^sin^ô est différent de zéro, 

puisque l'on suppose A^o] on peut donc déterminer ^0 el^o P^^ 

les formules 

— ^cosO — D __ Dcose — E 

^^^ A«sin«e ' -^^ A«sin«0 

En portant ces valeurs dans l'équation (7), on obtiendra pour R* 
une valeur réelle finie et bien déterminée; mais il faut en outre que 
cette valeur soit positive. Écrivons les équations (5), (6), (7), en 
tenant compte des relations (3) et (4), de la manière suivante : 

(8) Aa?oH-B^o-+- D = 0, 

(9) Ba:o-I-G^o-+-E = 0, 

(10) Axl H- iBxoyo-h Cyi — F — AR«= o. 

On peut remplacer la dernière équation par celle qu'on obtient en 
ajoutant ces trois équations membre à membre, après avoir multi- 
plié les deux membres respectivement par jCqj yo et — i, ce qui 
donne 

(i i) Da-o-h Ej^o-^ F -^ AR« = o. 

On devrait, pour obtenir R^, remplacer, dans l'équation (11), 
^0 et^Q par leurs valeurs tirées des équations (8) et (9). Cette opé- 
ration revient à l'élimination de aro, yo entre les équations (8), (9), 
(i i), et comme ces équations sont linéaires par rapport à x©, ^oj on 
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a, pour (iélerminer R-, 



A B D 
B G E 
D E F-t-AR« 



= o; 



d'où Ton tire, en remplaçant AC — B* par A* sin^O, 

A»sin«6' 
Donc enfin, si Ton suppose 

(12) A^o, A = G= r, AA<o, 

COSu 

les équations (3), (4), (5), (6), (7) peuvent être vérifiées et, par 
suite, Téquation (i) représentera un cercle. Les conditions précé- 
dentes (12) sont donc nécessaires et suffisantes pour que Téqua- 
tion (f) représente un cercle réel. 

Si Ton suppose A ^z^ o, A = C = — g , A A >> o, l'équation (i) ne 

représente plus un cercle; mais on peut la ramener à la forme 

(a? — iCo)'-t- 2(07 — aro) (7 — ^0) cos6 -i- (^ —7o)'-i- R* = o, 

où ^o>^0) R sont des quantités réelles; on dit alors que l'équation 
précédente représente un cercle imaginaire^ dont le centre est réel 
et le rayon imaginaire de la forme Ri, sans partie réelle. Enfin, si 

Ton suppose A ^ o, A = G = — g^ A = o, l'équation (i) se ramène 
à la forme 

{x — x^y-h 2(a? — a7o)(r — 7o) cos6 -+- {y —70)* = 0; 

on dit alors qu'elle représente un cercle de rayon nul. Il faut re- 
marquer aussi qu'elle représente les deux droites isotropes menées 
par le point (^o»^o) q^^î est le centre du cercle de rayon nul. En 
résumé, pour que l'équation (i) représente un cercle, réel ou imagi- 
naire, il faut et il suffit que 



A = C= jr, A ^ o. 

cosO 



208 



I 

. Remarque. — Si l'équation (i) représente deux droites. 
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c'est-à-dire si A = o, on exprimera que les deux droites sont iso- 
tropes en écrivant, en outre, que cette équation représente un 
cercle. 

209. Détermination du centre, — Le centre est le point commun 
aux deux droites ayant pour équations 

Aa: -f- Bj^ -i- D = o, Ba:-f- Cj -f-E =o. 

Les premiers membres sont les demi-dérivées de/(:r,y) par rap- 
port k X el y (nous verrons plus loin que ce résultat s'applique à 
une courbe du second degré quelconque). En écrivant les équations 
précédentes sous la forme 

;r-T-^cosO -f- -r- = o, arcosO -h^ -h — = o, 

on reconnaît que la première représente la perpendiculaire menée à 
Taxe des x par le point ayant pour coordonnées ( — -j-y oj et que la 
seconde représente la perpendiculaire à l'axe des .y menée par le 
point (o, — -r-j; on connaît ainsi les projections orthogonales du 
centre sur les deux axes. On peut encore remarquer que 

F 

A 

d étant la distance du centre à l'origine et, par suite, quand les coef- 
ficients A et F ont des signes contraires, le rayon du cercle est réel. 

210. Cas particulier : axes rectangulaires. — Quand les axes 

coordonnés sont rectangulaires, les conditions (12) se simplifient et 

deviennent 

A^o, A = G, B = o; 

en outre, 

A» 

2H. Tl résulte de ce qui précède que l'équation générale du 
cercle, réel ou imaginaire, est 

j7*-h 2ay^cos6 -+-/'+ aDx-t- aE^ -h F = o, 

si les axes sont obliques et que (Ox, O^) = 8; et si les axes sont 
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reclangulaîrcs 

x^-\-y^-^%Dx'+' aE^ -h F = o. 

Dans ce dernier cas, Téquation précédente peut s'écrire 

(x -f- D)« -H (7 -+- E )> = D* -+- E« — F; 

par suite, les coordonnées du centre sont : — D, — E; en outre : 
R2^D2 + E2 — F. 

212. En résumé, pour que l'équation du second degré /(:t',y) = o 
représente un cercle, il faut et il suffit que l'ensemble des termes du 
second degré soit identique, à un facteur près, au polynôme iso- 
trope X'-^ 2Jcycos^ H"X^- Nous poserons 

'^(^^y) = ^'-T- 207/ C0S6 -f-J'^, 

et l'équation d'un cercle pourra se mettre sous la forme canonique 

suivante 

^(x, y) -h7.Dx -h 9. Ey -*- F = o, 

D, E, F étant trois paramètres arbitraires ; ou encore, ^oij^o étant 
les coordonnées du centre et R le rayon, 

^{x — xo, y — 7o) — R2 = o. 

213. Nombre de conditions nécessaires pour déterminer un 
cercle. — L'équation du cercle contient, comme nous venons de le 
voir, trois coefficients indéterminés D, E, F; il faut donc donner 
trois conditions pour déterminer un cercle. Si ces conditions se tra- 
duisent par des équations du premier degré, il y aura un seul cercle 
répondant à la question, ou bien il y en aura une infinité, à moins 
que le problème ne soit impossible. 

On exprimera que le cercle passe par un point donné [jcf^y') en 
écrivant que l'équation du cercle est vérifiée pour x = x\ y =y ^ ou 
obtient ainsi une équation du premier degré en D, E, F. 11 en ré- 
sulte que trois points déterminent, en général, un cercle ; nous allons 
discuter ce problème. 

214. Équation du cercle passant par trois points donnés» — 
Exprimons que l'équation 

(i) ^(xy y) -h'iDx-^iEy -hF = o 

NiEWENGLOWSKi. — G. an., I. I i 
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est vérifiée par les coordonnées (j^i, j^i), (^2? ^2)» (^s> ^^3) ^^s trois 
points donnés; nous obtiendrons ainsi, pour déterminer D, E, F, 
les trois équations linéaires 



'4) 



<]^i-f-aDa:i-h2E^i-hF = o, 
4^j H- 2 D J72 -h 2 E^i -h F = o, 

4^8-+- 2Da78-f- 2Ej^8H- F = o, 



où l'on a écrit tj/j au lieu de ^(^«,^0» etc. Si les trois points donnes 
ne sont pas en ligne droite, le déterminant du système précédent 
est dilTérent de zéro; s'il en est ainsi, on aura Téquation du cercle 
cherché en portant dans Téquation (i) les valeurs de D, E, F tirées 
des équations (2), (3), (4), ce qui revient à éliminer 2D, 2E, F 
entre les équations (i), (2), (3), (4); par conséquent l'équation du 
cercle passant par les trois points donnés est 



(^) 



-V 


X 


y 


I 


•l-. 


Xx 


yi 


I 


-l-. 


^2 


yt 


I 


-I-. 


^3 


y^ 


I 



= o. 



Ce résultat est d'ailleurs évident a priori, 

iJlS. Condition pour que quatre points donnés soient sur un 

cercle, — Soient {xt^ y i), (^2jJK2)i (•^stJKa)^ (^^4, ^4) les coordonnées 

de quatre points A, B, C, D ; on écrira que ces quatre points sont sur 

un cercle en écrivant que les coordonnées de l'un d'eux vérifient 

l'équation du cercle passant par les trois autres, ce qui donne la 

condition 

•^'i ^1 yi I 

'j'î 3^i yt ï 

^z ^3 yz I 

<^4 ^* /4 I 



(G) 



— o. 



On doit d'ailleurs supposer que l'un au moins des mineurs relatifs à 
la première colonne soit différent de zéro, et alors, si l'équation (6) 
est vérifiée, il en sera de même des autres mineurs relatifs à la même 
colonne, pourvu que les quatre points soient distincts, ainsi qu'on 
s'en assure aisément. 



La relatioQ (6) développée suivant les éléments de la première colonne 
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peut s'écrire 

ÔÂ\bGD) — ÔB*(CDA) -4-ÔG*(DAB) — OD*(ABC) = o, 

en désignant par (BGD), (GDA), (DAB), (ABG) les aires des triangles BGD, 
GDA, DAB, ABG, ces aires étant affectées de signes convenables, la lettre O 
désignant Torigine des coordonnées. En posant AB = a, BG = b, GD = c, 
DA = c?, AG = a, BD = <^ ; (BGD) = Si, (GDA) == Sj, . . . et en plaçant l'ori- 
gine successivement aux. points A, B, G, D. on obtient les équations 





■««Ss 


-f-M'Sj- 


^^«84= 


0, 


a» Si 




-hô^S,- 


P2S4 = 


0» 


M»Si- 


6*Ss 




C2S4- 


0, 


rfîSi- 


■p«S, 


-f-C«S3 


— 


0, 



et par suite, en éliminant Si, St, S3, S4, on obtient 






«2 


M« 


é/2 


aï 





b^ 


t'^ 


w» 


62 





C« 


rf» 


i>5 


c» 






= o 



ou, en développant, 

(Gfc — bd-ir- uv){ac — bd — uv){ac-h bd-h ar)( ac -h bd — wc) = o. 



216. Cas particulier. — Supposons que l'on prenne pour axes deux des 

côtés du triangle ABG ; si l'on pose OA = a, OB = 6, l'équation du cercle 
circonscrit au triangle OAB sera 



x^-h 2aT;^cos6 ~\-y^ — ax — bj^ 



o, 



étant l'angle AOB, l'axe des x étant la droite OA. Supposons que b tende 
vers zéro, le point B venant se confondre avec Torigine; l'équation 

x^-i- ixy cos Ô-hj^* — ax =^ o 

représente le cercle passant par les points et A et tangent à l'axe des y. 

On a A = -et par suite R = — z-^t ce qui est d'ailleurs évident. 

4 2sin6 ^ 



217. Autre forme de V équation du cercle circonscrit à un triangle. — 
Rapportons le cercle à deux diamètres rectangulaires; son équation sera, 
en coordonnées homogènes, 

Soient (.r],7'i ), {x^^y^), (a?3,^3) les coordonnées des sommets du triangi»' 
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donné; nous ferons la substitution 

car nous pouvons poser zi = Zi = Z3 = i. Il est visible que a, p, y sont les 
coordonnées barycentrîques du point (^, ^), le triangle ABC étant pris pour 
triangle de référence. L'équation du cercle devient ainsi 

(3fXi-f- P^2-f- Y^3)*-+-(a^iH- P^î+Yrs)*— R*(a -4- p,-t- y)« = o. 

Gomme ce cercle passe par le point (a7i,^i), le coefficient de a* est nul et 
de même ceux de p* et de y^ sont nuls. Calculons le coefficient de ap, savoir 

» 

L'identité 

( J7, — J7j )2 H- ( J, — Jj )2 FH rj -f-^'î -h a^l H-^'l — 1X1 Xi — '2J,y2 

= 2R2— 2ar,a:2— 2Jijj 

montre que iXiXi'\- ly^yi — xR*— c', c désignant la longueur du côté AB. 
En appelant a, b les longueurs des deux autres côtés, on obtient ainsi 

^- -H r- — I^^ — - — (c*a ? -^ «' Py -^ *'ï=^)- 
L'équation demandée est donc, en coordonnées barycentriques, 

a^ p Y -r- ^* Y a -i- c2 a P = o, 
et, par conséquent, en coordonnées normales, 

a Py -+- ^Y°^ "*" ^^? " ^ ou pYsinA -+- Y* sinB H- ap sinC = o. 

On obtient directement celte équation en remarquant que, si l'on nomme 
D, E, F les pieds des perpendiculaires abaissées sur les côtés du triangle ABC 
d'un point quelconque du cercle circonscrit, le triangle DEF est nul, puisque 
les trois points D, E, F sont en ligne droite. 

Le module de la substitution précédente est égal au double 2 S de la sur- 
face du triangle ABC; le discriminant de x^-k-y^ — R^-î est égal à — R* ri 
celui de — c-ap — «^Py — b-vT. est égal à — J a^b-c^\ donc 

ce qui donne la formule bien connue abc =4RS. 

Intersection d'une droite et d'un cercle. 

218. Soient 

(1) a?î-f-j» — Uï=o, 

( x ) iix -{-vy-\- w ^^ o 
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les équations du cercle et de la droite. Les coordonnées des points 
communs sont les solutions du système précédent. Supposons, par 
exemple, v^^o] nous aurons l'équation aux abscisses des points 
d'intersection, en éliminant y entre les équations (i) et (2). On 
Irouve ainsi 

(3) {u^-h V')x^-^'iuwx -h w^ — v^R^= o, 

La condition de réalité est 

A chaque racine réelle de Téquation (3) correspond une valeur 
réelle dey fournie par l'équation (2); par conséquent, la droite 
coupera le cercle en deux points réels et distincts si l'inégalité (4) 
est vérifiée. Cette condition exprime que la distance du centre du 
cercle à la droite donnée doit être moindre que son rayon. 

Pour que les deux points d'intersection soient confondus en un 
seul, c'est-à-dire pour que la droite soit tangente au cercle, il faut 
et il suffit que 

(5) (u^-\-v^)R^—w^ = o. 

Cette équation est ce que l'on nomme V équation tangentielle du 
cercle représenté par l'équation (i) en coordonnées ponctuelles. 

11 résulte de là qu'il y a deux tangentes au cercle (1), parallèles à 
la direction définie par l'équation ux H- vy = o. Ces tangentes sont 
représentées par l'équation 

en remplaçant successivement e par lii i , on aura les équations des 
deux tangentes parallèles à la direction donnée. 

Les coordonnées du point de contact de chaque tangente sont 

Rm R(> 

x= — e ■ , - » Y=—^ 



L'abscisse du point de contact est en effet égale à la demi-somme 
des racines de l'équation (3), puisque ces racines sont égales; ayant 
l'abscisse, on en déduit immédiatement la valeur de l'ordonnée. On 
voit que les points de contact de ces deux tangentes sont diamétrale- 
ment opposés. 
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En particulier, les laDg^entes parallèles à la droite ayant pour 
équation^ = nxx sont déterminées par Téquation 

y = mx -H eR/n- m*. 

219. Equation de la tangente aiLcercle, en un point donné. — 
Soient {x^, y^) les coordonnées d'un point A du cercle ayant pour 
équation 



(0 



x^-Jry^— R* = o. 



Soient x^ y les coordonnées d'un point quelconque P ifig* 64); 
les expressions X\ -|- X:c, y^ + \y^ i -f- \ sont les coordonnées ho- 
mogènes d'un point M de la droite AP; ce point M sera sur le cercle 

représenté par l'équation (i), si X est l'une 
^>S- ^4- des racines de l'équation 

J/ 

(r, -t- \xY -+- iyx + X^)«~ R«(i -f- X)^ = o 

T ou, en développant et remarquant que le 
terme constant est nul, puisque A(a:i,j'i) 




ov 



est sur le cercle, 

y Cette équation a une racine nulle, à la- 

quelle correspond le point A; la seconde racine correspond au se- 
cond point d'intersection de la droite AP et du cercle; pour que ce 
second point se confonde avec le premier, il faut et il suffit que 



(3) 



^^i-+-JTi — 1^*= o, 



c'est-à-dire que la droite AP soit confondue avec la droite AT, re- 
présentée par l'équation précédente. Cette équation est donc celle 
delà tangente au point {x^^y^)^ pourvu qu*on suppose remplie la 

condition 

arî-H^Î — R* = o. 

Le rayon OA ayant pour équation xyi — yxy = o, on vérifie que la 
tangente en A est perpendiculaire au rayon OA. 

220. Mener à un cercle une tangente par un point donné. — 
Désignons par X, Y les. coordonnées courantes et par ^«, jKi les 
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coordonnées du point donné. Il s'agit de déterminer les coor- 
données (oc^y) d'un point M du cercle défini par l'équation 

(1) X*H-Yî— R« = o, 

et tel que la tangente en ce point passe par A. La tangente en M 
ayant pour équation 

les coordonnées {x^y) doivent vérifier les deux équations 

(-2) x^->r y^— R* = o, 

(3) arxi-hj^^i— R« = o; ■ 

donc le point M est à l'intersection du cercle et de la droite que 
représentent les équations (2) et (3) quand on y regarde x et r 
comme des coordonnées courantes. Réciproquement, tout point 
commun au cercle et à la droite représentés par ces deux équations 
convient à la question. II y a donc deux tangentes passant par le 
point A; leurs points de contact sont à l'intersection du cercle 
donné et de la droite représentée par l'équation (3) et que l'on 
nomme h polaire du point A. Ces points sont réels si (218) 

^]-^y}-^^>Oy 

c'est-à-dire si le point donné est extérieur au cercle; les deux tan- 
gentes sont alors réelles. Si le point A est sur le cercle, elles se 
confondent en une seule, et enfin elles n'existent plus si le point A 
est intérieur au cercle. 

On peut remplacer l'équation (3) par celle qu'on obtient en re- 
tranchant membre à membre les équations (2) et (3); ce qui donne 

(4) ir^-^y^—^^i—yyi = o. 

Cette équation représente le cercle décrit sur OA comme dia- 
mètre; les points de contact cherchés sont à l'intersection de ce 
cercle et du cercle donné. On retrouve ainsi la construction donnée 
en Géométrie élémentaire. 

Polaire d'un point par rapport à un cercle. 

221. Définition, — On dit que deux points A, B sont conjugués harmo- 
niques par rapport à un cercle quand ces deux points sont conjugués harmo- 
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niques par rapport aux points d'intersection de ce cercle et de la droite AB. 
On nomme polaire d'un point par rapport à un cercle le lieu des conjugués 
harmoniques de ce point par rapport au cercle donné. 

Sur chaque droite menée par le point A, il y a un point M et un seul, qui 
soit conjugué de A, et si le point A n'est pas sur le cercle, le point M est 
distinct du point A. On prévoit ainsi que le lieu cherché est une droite. Si 
la sécante menée par A devient tangente, le conjugué de A se confond avec 
le point de contact; la polaire de A est donc la corde des contacts des tan- 
gentes issues de A. Enfin, si A est sur le cercle, on voit immédiatement que 
sa polaire se confond avec la tangente en A. Nous allons vérifier ces résultats 
par le calcul. 

222. Équation de la polaire d^un point» — Soient (^1,^1) les coordon- 
nées de A et (t, y) celles d'un point M. Soit a?» -h j^* — R* = o l'équation du 
cercle donné. A chaque racine de l'équation 

{xx -h Xa:)*-i- (^i-+- ly)^— R* (1 -4- X)î = o 

correspond un point d'iutersection du cercle et de la droite AM ; pour que les 
deux points d'intersection soient conjugués par rapport à A et M, il faut et 
il suffit que les racines de l'équation précédente soient égales et de signes 
contraires; la polaire de A a donc pour équation 

La condition pour que deux points (iCi, j'i), {xt^y^) soient conjugués est 

^ï^x-^y^yii— R* = o. 

223. Pôle dUine droite. — Étant donnée la droite représentée par l'équa- 
tion 

( I ) ux -^ vy -^ w =^ o^ 

il s'agit de déterminer les coordonnées {xx^yx) d'un point ayant pour polaire 
cette droite, par rapport au cercle défini par l'équation 

37-4-7*— R> = o. 

La polaire du point {x\^y{) ayant pour équation 

(*) ^^i-Hj^i— R' = o, 

on trouve, en identifiant les équations (1) et (a), 



^1 _ ri _ ï^' 
donc 



u V w ^ 



R«M R»i; 
a"i= — , yx — 
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Toute droite a donc un pôle; ce pôle est rejeté à l'infini dans la direction 
perpendiculaire à cette droite, si elle passe par le centre du cercle. 
En particulier, le pôle de la droite (i), par rapport au cercle imaginaire 

défini par l'équation 

x^-^-y^-h I = o, 

a pour coordonnées homogènes les trois coefficients w, ç^ w de l'équation de 
la droite, c'est-à-dire précisément les coordonnées tangentielles de cette 
droite. 

2Î4. Positions relatives du pôle et de la polaire. — Si l'on prend pour 
axe des x le diamètre qui passe par le point A, les coordonnées de ce point 
étant (a?!, o), sa polaire a pour équation xx^ — R*= o. 

On voit ainsi que la polaire d'un point A, par rapport à un cercle de centre 0, 
est une perpendiculaire au diamètre OA. Si Xx varie de o à -h 00, l'abscisse x 
de la polaire décroît de -1-00 à o; si a7j = R on a aussi a? = R. Quand le point A 
est intérieur au cercle, sa polaire est extérieure, et, si le point A est exté- 
rieur, sa polaire rencontre le cercle en deux points réels. 

223. Théorème fondamental. — Quand un point décrit une droite fixe D, 
sa polaire tourne autour du pôle P de la droite D, et réciproquement, si 
une droite tourne autour de P son pôle décrit la droite D, polaire du 
point P, 

En effet, soient {x\^yO les coordonnées de P; la droite D, polaire de P, a 
pour équation 

xx\ -^yy\ — R* = o. 

Soient (3^2» y^) les coordonnées d'un point M de la droite D, de sorte que 

^i^jH-ji^î— R*= o. 

Cette équation exprime que la polaire de M passe par P. 

Réciproquement, soient 2*2, y^ les coordonnées du pôle d'une droite A pas- 
sant par P; A, ayant pour équation 

xXi-\-yyx— 1^* = o, 
passe par P si 

^1^2 4-^172— R* = 0. 

Ce qui exprime que le pôle i^x^^ yt) de A est sur la polaire D du point P. 

Remarque, — On peut remarquer qu'au fond ces deux propositions sont 
identiques. En effet, supposons établie la première partie et soit A une droite 
passant par P, le point P étant sur A, sa polaire passe par M, pôle de A. 
On peut d'ailleurs démontrer le théorème en s'appuyant sur cette remarque 
évidente : si deux points sont conjugués, la polaire de l'un passe par l'autre. 
Cela étant, M étant sur la polaire de P, ces deux points sont conjugués; donc 
la polaire de M passe par P* 
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226. Corollaires. — 1° Le pôle de la droite AB est le point commun au\ 
polaires des deux points A et B. 

2° La polaire du point de rencontre de deux droites est la droite qui passe 
par les pôles de ces deux droites. En particulier, la corde des contacts des 
tangentes issues d'un point est la polaire de ce point. 

227. Théorème de Sâlmon. — Étant donnés deux points et un cercle, 
les distances de chacun de ces points à la polaire de r autre sont entre 
elles comme les distances de ces mêmes points au centre du cercle. 

Soient A (2:1,^1) et 'B{x^^y^) deux points, les axes étant deux diamètres 
rectan'gulaires du cercle donné, dont le rayon est égal à R. Soient 81 la 
distance de A à la polaire de B ; 8] la distance de B à la polaire de A et enfin 
di et di les distances de A et de B au centre du cercle. On a 



ou 

Pareillement, 

donc 



61 = 

di$i= IxiXi-^yiyi — R^l; 
§2 di 



228. Problème. — Former l'équation du faisceau des tangentes 
à un cercle, menées par un point donné A. — Soient (Xi , y^ ) les 
coordonnées du point A; si (a*, y) sont les coordonnées d'un point M 
pris sur une tangente, issue du point A, au cercle de rayon R rap- 
porté à deux diamètres rectangulaires, Téquation 

a ses racines égales, et réciproquement. Donc les coordonnées de M 
vérifient Téquation 

qui représente le faisceau demandé. 

229. Exprimer tes coordonnées d^ un point d'un cercle à l'aide 
d'un seul paramètre. — Soient Xq^ yo les coordonnées du centre C 
d'un cercle de rayon R; si ^/, ç^ sont les paramètres principaux d'un 
rayon CM, les coordonnées de l'extrémité M sont 

x = xo-{- uR, y=yo-^^^' 
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Si les axes sont rectangulaires, a = cos<p, r = sinç, cp étant 

Tangle que CM fait avec O^; on a ainsi, pour les coordonnées 
de M: 

230. Équation de la corde MM', les points M et M' ayant pour 
paramètres o et cp'. — Supposons que les axes soient deux diamètres 
rectangulaires du cercle donné. L^équation de MM' est 

ar(Rcosç — Rcosîp') — ^(Rsino — R sin ©')-+- R-(sin(p cosç' — coscpsincp') = o, 

ou, en simplifiant, 

o H- 9' . 9 -f- 9' r» 9 — ?' 

X cos ' — h y sin ' R cos ^- = o. 

2 •^ a 2 

En posant ^'=^y on en déduit l'équation de la tangente au 

point (p : 

370059 -i-^sin9 — R = o. 

Ce résultat est évident a priori. Il convient de remarquer que le 
point de contact de la tangente parallèle étant diamétralement opposé 
au point o, le paramètre de ce point de contact est égal à tc -f-(p, de 
sorte que Téquation de cette seconde tangente est 

a? cos 9 -+-^8109-1- R =0. 

Lorsque les axes ne passent pas par le centre, l'équation de la tan- 
gente au point (p est 

(x — ^0) C0S9 -h ( V —ya) sin9 — R = o, 
et la tangente parallèle a pour équation 

(x — Xq) 00^9 H- (y —yo) sin 9 -f- R = o. 
Pour trouver rintersection de la droite 

ux -{- f^y -i- w = o 

avec le cercle 

x*-+-y* — R*= o, 

il suffira de résoudre l'équation 

R ( a cos 9 -h (> sin 9) -I- II' = o. 

231. Problème. — Mener une tangente commune à deux cercles, — Pre- 
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nons pour axes deux diamètres rectangulaires de l'un des deux cercles; l'un 

de ces diamètres passant par le 



Fig. 65. 




sous la forme 



(') 



centre de l'autre cercle. Soit 
{fig^ 65) a l'abscisse du centre 0' 
et soient R, R' les rayons des 
deux cercles qui seront repré- 
sentés par les équations 

x^-^y^— R*=o, 
(a;_a)«-h7«— R'«=o. 

L'équation d'une tangente au 
premier cercle peut se mettre 



X cos o -h ^ sin <p — R = o ; 



l'équation d'une tangente au second sera de même 



(*) 



{x — «.) cosç'h- j^ sinçp' — R' = o. 



En identifiant ces deux équations, on trouve 

coscp _ sincp __ R 



(3) 



cos 



cp' sin o' R' -*- a cos ?p' 



Les deux premiers rapports donnent tang©'= tangQ, de sorte que ç'=çp-h/-7r, 
k désignant un entier. 

Par suite, suivant que l'on donne à k des valeurs paires ou impaires, on peut 
poser o' = <p ou ©' = (p h- ir. 

Premier cas, o'=o. — Les équations (3) se réduisent à une seule, qui 

donne 

R — R' 

coso = • 

^ a 

Nous pouvons toujours supposer a > o et R^R'; pour que la valeur attri- 
buée à coscp soit acceptable, il est nécessaire et suffisant que R — R' soit la; 
c'est-à-dire que les cercles ne soient pas intérieurs l'un à l'autre. On retrouve 
ainsi la solution donnée en Géométrie élémentaire, car si de O comme centre 
avec R — R' comme rayon, on décrit un cercle et que l'on mène à ce cercle 

une tangente O'A par le point 0', l'angle AOO' aura pour cosinus et, 

par suite, on pourra prendre cp = AOO' ou <p = 27r — AOO'. 

Il n'y a plus qu'à mener les tangentes au cercle qui correspondent à ces 
angles. Les tangentes communes auront pour équations 



;r (R — R') dry /a«— (R — R')«— aR = o, 



CBRCLB. 173 

on voit que ces tangentes sont des tangentes extérieures, les centres O et 
0' étant du même côté par rapport à chacune d'elles; elles coupent Taxe des a? 

n R 

en un même point S ayant pour abscisse ^ -, • 

Deuxième cas. 9'= o -1- ir. — Les équations (3) donnent 

Rh-R' 

coso = , 

' a 



cl l'on doit avoir a § R -h R'. 

On décrira, de O comme centre avec R 
cercle auquel on mènera une tangente 
parle point 0'; l'angle «p sera égal à 
AOO' ou à 2ir — AOO'. On retrouve 
encore la solution élémentaire. Le pro- 
blème n'est possible que si les deux 
cercles sont extérieurs ou tangents ex- 
térieurement. L'équation des tangentes 
communes de cette seconde espèce est 



R' pour rayon (/Ig. 66), un 



Fig. 66. 




7(R H- R) dzj ^a^ — (H 4- R')«- a R = o. 

Si l'on remplace x et y par zéro 

dans le premier membre, on trouve 

pour résultat : — aR; si, au contraire, on pose j7 = ct, ^ = 0, on obtient 

-+-aR'; donc chacune des tangentes passe entre O et O'; on a obtenu dans 

ce cas des tangentes intérieures. Ces tangentes coupent la ligne des centres 

c«, , . a R 
en un même point 5 ayant pour abscisse rr rp" 



232. Centre de similitude de deux cercles, — Considérons 
deux cercles rapportés à deux axes quelconques, et soient «, b et 
a', U les coordonnées de leurs 

centres C, C; R et R' étant leurs Kig. 67. 

rayons. Menons deux rayons 
parallèles et de même sens; si 
u^ V sont les paramètres direc- 
teurs principaux de la direc- 
trice commune, les coordonnées 
de l'extrémité des deux rayons 

seront, pour le point M {fig* 67), ^1 == a -r ^^R, J^i = 6 -H ^R, et, 
pour le point M', X2^= a' -k- u'^ , j^2= ^'-H ^'R'« 
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La droite MM' a donc pour équation • 

a:[b — b'-h v{R'-R')] -j^[a — a' -h u{K — R')] 

^ ab'-- ba' -^ u{b'R — bR') -r- i>(aK' — a' K) = o, 

ce qu'on peut écrire ainsi : 

a;(b — b') — y{a — a') -h ab'— ba' 
_a[^(R — R') — (ô'R — 6R')]-i-r[j7(R — R')-(a'R — aR')] = o. 

On voit immédiatement que la droite MM' passe parle point ayant 
pour coordonnées 

"^ - ~R - R' ' ^ - -R _ R' ' 

et que Ton nomme le centre de similitude directe des deux cer- 
cles donnés. 

Si Ton considère les rayons CM et CM/' parallèles et de sens con- 
traires, il faut, pour avoir l'équation de MM", remplacer dans les 
coordonnées de M', u et p par — w et — v^ ce qui revient à changer 
IV en — R', de sorte que l'on peut affirmer, sans faire de nouveaux 
calculs, que la droite MM" passe par un. point fixe ayant pour coor- 
données 

_ g^R-ha R^ _ b'R-hbR' 

'^~ R-t-R' ' ^~ R-T-R' ' 
ce second point est le centre de similitude inverse. 

233. Théorème. — Les centres de similitude directe de trois cercles pris 
deux à deux sont en ligne droite ; de même, deux centres inverses et un 
centre direct convenablement associés sont en ligne droite, de sorte que 
les six centres sont disposés sur quatre droites. 

Les coordonnées du centre direct des deux cercles que nous avons consi- 
dérés plus haut peuvent s'écrire sous la forme 



a' a 


b' b 


R' R 


R' R 


.... , 
I ( 


1 1 


R' R 


R' R 



on peut donc dire que les coordonnées homogènes de ce centre sont 

a a' b b' i i 

R "^ R^' R^F' R~R'' 
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Soient G, G', G" trois cercles dont les centres ont pour coordonnées (a, b)j 
(a', b')^ (a*, 6'), et soient R, R', R" leurs rayons. Appelons S, S', S" les cen- 
tres de similitude directe, et T, T', T' les centres inverses respectifs des 
couples (G', G'), (G', C), (G, G'); je dis que les points S, S', S' sont en ligne 
droite. En effet, le déterminant 



a' a" 


b' b" 


1 I 


R' K' 


K' R' 


R' R" 


a" a 


b" b 


r 1 


K" R 


R" R 


R" R 


a a' 


b b' 


I I 


R ^W 


R R' 


R R' 



est évidemment nul, puisque la somme des éléments appartenant à chaque 
colonne est nulle. 

Si Ton change R en — R, le déterminant est encore égal à zéro, ce qui 
prouve que les centres inverses T' et T' et le centre direct S sont en ligne 
droite. 

Proposons-nous de former l'équation de la droite S S' S*. 

Pour cela, remarquons que la droite S'S" a pour équation 



X 


y 


I 




a' a 


b' b 


I 


I 


R' R 


R' R 


R' 


R 


a' a 


b' b 


1 


I 


R" R 


ir R 


R' 


R 



= o. 



Or ce déterminant peut être remplacé par le suivant : 



X 


y 


I 


a 


b 


I 


R 


R 


R 


a' 


b' 


I 


R' 


R' 


R' 


a' 


b" 


1 


R" 


F 


ir 



o 



•n I 



Tr. I 



I 



Il en résulte que Féquation de chacun des quatre axes de similitude est com- 
prise dans la formule 

X y \ o 

a b \ tR 

■' b' I e'R' 



a 



cV 



I 
I 



e'R' 



o, 



E, e',£' désignant l'unité positive ou négative. En prenant z — z' = î", on aura 
Taxe de similitude directe. 
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234. Considérons maintenant un cercle rapporté à deux axes quelconques, 
et soit 

f{Xy y^ z)z= x^-{- 2^/cosO -h y '-h 'àolotz ■+■ i^yz -+- ^5-= o 
son équation. On a 

/(xi-hlcp^yi-^Xy, zi-i-lz) 

On en déduit, en raisonnant comme on l'a fait dans le cas où les axes coor- 
donnés sont deux diamètres rectangulaires, les résultats suivants : 

i" L'équation de la tangente au point ^1, ^1, zij situé sur le cercle, est 

2'' L'équation de la polaire d'un point quelconque 0^1,^1, ^i est 
Cette équation peut s'écrire aussi 

On en conclut que la polaire de l'origine des coordonnées a pour équation 

3" Enfin, l'équation du faisceau des tangentes issues d'un point (xi, j'j, Zi ) 
est 

23o. Puissance cV un point par rapport à un cercle, — Soient 
x,, yx les coordonnées d'un point P. Menons par P une sécante 
dont la direction est définie par les paramètres principaux a^ ft, les 
axes étant quelconques. Considérons un cercle représenté par l'é- 
quation 

f{^iy) = ^'^^{^yy) -H2aa7-^2p/-T-7 ^ O. 

Les coordonnées d'un point commun à la sécante considérée et au 
cercle seront o" = ^, + «p, r = j', -f- 6p, pourvu que p soit égal à 
Tune des racines de l'équation 

f{xx-\-ao,yi~^ 6p) = 0, 

c'est-à-dire 

A ^{a, 6)p2H-. ..-r-fixu yi) = o. 

Si l'on remarque que ^(«, 6) = i , on voit que le produit des ra- 
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cines est égal à 

A 

Ce produit est indépendant de la direction de la sécante; on peut 
donc énoncer le théorème suivant : 

Étant donnés un cercle C et un point P dans son plan, le pro- 
duit des distances de ce point aux points d* intersection du cercle 
et d^une sécante quelconque menée par le point P est constant, 
quelle que soit la direction de la sécante. 

Ce produit se nomme la puissance du point P par rapport au 
cercle C, et son expression s^obtient en substituant aux coordonnées 
courantes les coordonnées de P dans le premier membre de Téqua- 
lion de C et divisant le résultat obtenu par le coefficient de x^. 

Il convient de remarquer que le calcul précédent s'applique à une sécante 
imaginaire, pourvu toutefois que cette sécante ne soit pas isotrope. Si (a, b) 
sont les paramètres d'une sécante isotrope, on a, en effet, <Ka, 6) = o; on ne 
peut donc pas supposer le point directeur à l'unité de distance de l'origine. 
Mais si l'on pose x •= x\-^ ap, y =yi-^ bp et que l'un au moins des nombres 
a et b soit différent de zéro, le point (x, y) ne peut être à l'infîni que si p est 
infini. Cela étant, dans le cas d'une droite isotrope, l'une des racines de l'é- 
quation en p que nous avons formée est infinie et l'autre aura une valeur finie 
si le point P ne coïncide pas avec le centre du cercle; par suite, si M, M' sont 
les points d'intersection de la sécante isotrope considérée et du cercle, l'un 
des facteurs PM, par exemple, est nul et l'autre est infini. 

Remarquons encore que, dans le cas d'un cercle, t) = 2Asin*0; donc, la 
puissance du point {x\y yx) par rapport au cercle ayant pour équation 
/(x, ^) = o a pour expression algébrique 

2/(xHr0sin*6 
Nous avons trouvé 

donc 

/(^..■r.)^^,_R. 

A 

é/ étant la distance du point P au centre (o^q, y^) du cercle. La puis- 
sance d^un point P situé à une distance d du centre d'un cercle de 
rayon R a donc pour expression d^ — R^. 

Donc la puissance de P est positive, nulle ou négative suivant que 

NlEWENQLOWSKI. — G. On,, I. I) 
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P est extérieur au cercle, sur sa circonférence, ou intérieur; et réci- 
proquement. 

Intersection de deux cercles. 

236. Soient C =3^: o, C'=o les équations de deux cercles, mises 
sous la forme canonique j c'est-à-dire les coefficients de x^ et de^^ 
étant égaux à Tu ni té. 

Nous aurons les coordonnées des points communs à ces deux 
cercles en résolvant le système C - o, C'== o, ou le système équiva- 
lent C = o, C — C :^ o. 

Or la dernière équation, étant du premier degré, représente une 
droite. On est ainsi ramené à trouver Tinterseclion d'une droite et 
d'un cercle; par conséquent, deux cercles donnés se coupent en 
deux points. La droite que nous venons de trouver se nomme Vaxe 
radical des deux cercles. Comme C et C sont les puissances du 
point {x,y) par rapport aux deux cercles, on voit que l'axe radical 
peut être défini comme étant le lieu des points ayant même puis- 
sance par rapport à ces deux cercles. 

237. Points cycliques. — RendoDs Jes équations des cercles donnés homo- 
gènes : 

G ==ar*-+- ir^cosO -hj*-+- :iaxz -f- ibyz ~h cz^ = o, 

C = j:*-+- ixy cos6 -i-^'*-i- la'xz -f- lù'yz -h c'z^ = o. 

En retranchant membre à membre, on obtient 

C ^ C == z[2{a — a')x -h 'Jl(ù — b')y -h {c — c')z] = 0. 

Donc aux solutions déjà trouvées et correspondant à 5 = i, il convient d'a- 
jouter les solutions du système 

^ = 0, 37*-+- aj?/ cosO -h/* = o. 

On obtient ainsi deux points imaginaires conjugués que Ton désigne sou- 
vent pour abréger par les lettres I et J et qu'on nomme les ombilics du plan, 
ou encore les points cycliques. En supposant les axes rectangulaires, on peut 
dire que les coordonnées homogènes des points I et J sont 

a: = I , y=ly z = 0; 

X = ly y = — *, ^ = o. 

Tout cercle du plan passe par ces deux points, qui sont indépendants des 
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axes de coordonnées comme les droites isotropes elles-mêmes. On voit, en 
eiîet, que les coordonnées de ces points vérifient l'équation d'un cercle quel- 
conque. Réciproquement, une courbe du second degré qui passe par les deux 
points est un cercle. En eiïet, supposons les axes rectangulaires; en exprimant 
que l'équation du second degré est vérifiée pour a: = i, ^ = i, 5 = o, et pour 
X = \, y = — i, 5 = 0, on trouve 

A-i-2Bï — G = o, A — 2Bt — C = o; 

ce qui donne B = o, A = G. 
La tangente à un cercle quelconque au point I a pour équation 

X -\- iy -\- D-f-Et = o; 

c'est la droite isotrope qui passe par le centre du cercle et le point I; ré- 
sultat analogue pour le point J. Il en résulte que deux cercles concentriques 
sont tangents en I et en J ; on peut également dire que deux cercles quelcon- 
ques se coupent à angle droit en ces mêmes points. 

Les coordonnées trilinéaires normales des points I et J sont 

a = coscp -h isinç, p = cos^* -+- « sin^J', 7= cosO H- i sin6, 
a'=cosçp — tsinçp, p'=costj' — tsintj^, 7'= cosO — tsinO, 

ou 
a r= g/?, p = c'4', 7 = e'O et a' = e-'?, . ^' = e-'>^, y' = ^"'^ 

de sorte que 

aa'=pp'=YY'. 

Discussion de l'intersection de deux cercles. 

238. Rapportons run des cercles à deux diamètres rectangulaires, 
l'axe des x passant par le centre du second cercle; les équations de 
ces cercles sont 

^'H-r' — R* = o, (x — a)> -h j^* — R'» = o, 

a désignant la distance des centres ; nous supposerons « > o, R ^ R'. 
L'axe radical de ces deux cercles a pour équation 

Rî _ R'i H- a» 

x = , 

ia 

ce qui montre que l'axe radical est perpendiculaire à la ligne des 
centres. 
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Pour que celte droite coupe le premier cercle en des points réels, 
il faut et il suffit que Ton ait 

= "? 

ou 

(R_^R'— a)(R— R'— a)<o, 

c'est-à-dire 

R_-R'<a^R-f.R'. 

Si a = R — R' ou a = R -f- R' les deux cercles sont tangents. 

239. Théorème. — Les axes radicaux de trois cercles pris deux 
à deux ont un point commun, quon nomme le centre radical de 
ces trois cercles. 

En effet, soient, sous la forme canonique, C = o, C'^^ o, G"= o 
les équations de trois cercles. Les axes radicaux de ces cercles, con- 
sidérés deux à deux, ont pour équations 

G'— G''=o, G'— C = o, G-G'=o. 

Ces trois droites se coupent évidemment au point défini par les équa- 
tions C= C'= C, et qui a même puissance par rapport aux trois 
cercles donnés. 

2i(). Problème. Trouver V équation générale des cercles pas- 
sant par les points communs à deux cercles donnés, — Soient 
C = o, C'= o les équations des deux cercles donnés. L'équation 

(i) aG + a'G'=o, 

dans laquelle a et a' sont deux constantes arbitraires, représente une 
infinité de cercles passant par les points communs aux deux cercles. 
Je dis qu'elle peut représenter tout cercle passant par ces deux 
points. En effet, soit C un tel cercle; prenons sur ce cercle un 
point (A*i,y<) différent des deux premiers; en désignant par C| et 
C, ce que deviennent C et C quand on y remplace les coordonnées 
courantes par :ri,j^i, on peut déterminer a et a' de façon que le 
cercle représenté par Téquation C'^= o passe par le point {x^ , yi ) ; il 
faut pour cela que aC| + a'Cj =:= o, et, par suite, il suffit de prendre 
a= Cj, a'= — C| ; de sorte que Péquation 

CC;-G'Gi = o 
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représente un cercle ayant avec 0" trois points communs et, par 
suite, confondu avec CJ'. 

241. Equation générale des cercles passant par les points (T in- 
tersection d^un cercle C et d'une droite D. — On peut énoncer 
autrement le problème : il s'agit de former Téquation générale des 
cercles ayant avec le cercle donné C, pour axe radical, la droite don- 
née D. 

Soient C = o et C'=o les équations, sous forme canonique, du 
cercle donné et de l'un des cercles cherchés. L'équation de l'axe ra- 
dical de ces deux cercles est C — C = o. Cette droite devant coïnci- 
der avec la droite définie par l'équation D = o, on doit avoir, \ étant 
une constante, 

et, par suite, 

C' = G4-XD. 

L'équation demandée est donc de la forme 

aG-i-pD = o, 

a et ^ étant deux constantes arbitraires. 

Réciproquement, l'équation précédente représente bien un cercle 
ayant avec le cercle donné pour axe radical la droite donnée. On a 
donc trouvé l'équation générale demandée. 

Remarque, — Cette solution permet de résoudre le problème précédent, 
car si un cercle passe par les points communs aux cercles G = o, G'= o, il a 
avec l'un d'eux pour axe radical la droite représentée par G — G'= o; donc 
l'équation demandée est G -H X(G — G') = o. Gette équation est bien de la 
forme a G -h a' C' = o. 

242. Application. Equation générale des cercles tangents à 
un cercle donné. — Soient C = o l'équation d'un cercle et T = o 
l'équation d'une tangente à ce cercle ; le cercle cherché et le cercle C 
ont pour axe radical une tangente au cercle C; donc l'équation gé- 
nérale demandée est 

G-+-XT =0. 

Par exemple, les axes étant rectangulaires, 

(a? — ay-\-{y — 6)*— R*-+- X (a? — acoscp -{- y — b sino — R) = o, 



l82 CHAPITRE VI. 

dans laquelle y désigne un angle arbitraire, représente tous les cer- 
cles tangents au cercle ayant pour équation 

On peut encore remarquer que l'équation 

est l'équation générale des cercles tangents au point (^To^^o) à la droite re- 
présentée par l'équation 

J^ — yo— m(x — Xo) = o; 

car cette droite est l'axe radical du cercle de rayon nul ayant pour centre 
^o> yo et de tout cercle représenté par l'équation (i). 

■ 
Cercles orthogonaux. 

243. Pour que deux cercles se coupent à angle droit en deux points réels, 
il faut que les rayons partant de l'un quelconque des deux points communs 
à ces cercles soient rectangulaires et, par suite, d, R, R' désignant la distance 
des centres et les rayons, on doit avoir c?'= R*-+- R'*. 

Réciproquement, si cette condition est vérifiée, on peut former un triangle 
rectangle ayant deux sommets confondus avec les centres, les côtés de l'angle 
droit étant égaux aux rayons, d'où il résulte évidemment que les deux cercles 
se coupent en des points réels et à angle droit. 

On peut obtenir la condition précédente par le calcul. Soient en effet, les 
axes étant rectangulaires, 

(I) (ar-aro)«-f-(7-7o)»-R* =o, 

(•2) (:p-_a?i)«-f-(^~7i)«-R'« = o 

les équations de deux cercles, et soient a?, y les coordonnées de l'un de leurs 
points communs. Les tangentes en ces points ont pour équations, respecti- 
vement, 

(X-ar)(^-Xi) + (Y-7)(j.-.j'0-R'« = o. 

La condition pour que ces droites se coupent à angle droit est 

( 3 ) ( :r — 570 ) ( iP — a?! ) -h (7 —yo ) (y —yi ) = o. 

Les coordonnées {Xj y) d'un point commun à ces deux cercles doivent donc 
vérifier les relations (i), (a), (3). En multipliant le premier membre de l'é- 
quation (3) par — 2, et ajoutant aux deux premières, membre à membre, on 
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obtient la condition 

( xo - :ri )* 4- (jo - r 1 )' = R* ^- R'*- 

Gela étant, considérons les équations de deux, cercles rapportés à deux axes 
quelconques 

37*-!- 2arj^cos6 -hy^-h 'X(xx -+• 7.^y -f- y = o, 

ar* -f- 'i,xy cos -\-y^ -4- 2 a'ar -h a ^'y -+- y' = o, 

et proposons-nous d'exprimer que ces deux cercles sont orthogonaux. La con- 
dition trouvée plus haut peut s'écrire ainsi 

Elle exprime donc que la somme des puissances du centre du premier cercle, 
par exemple, par rapport aux deux cercles, est nulle, car la puissance de ce 
centre par rapport au premier cercle est égale à t/* — R'* et, par rapport au 
second, à — R*. 

Si nous désignons par ^ et^ les coordonnées du centre du premier cercle 
nous devons écrire, par suite, la condition 

(4) 2iF*-+-4ay^cos6 -h iy^-\- u(a h- a')a7-h 2(3 -h 3')^ -4- y + ï'= o- 
Mais les coordonnées x, y sont défîmes par les équations 

(5) ar-4-j^cos6 H- a = o, 

(6) XCOSO -hj' H- p = o. 

On aura la condition cherchée en éliminant 2: et ^ entre ces trois équa- 
tions. Or on peut remplacer l'équation (4} par l'équation obtenue en retran- 
chant du premier membre de cette équation les premiers membres des équa- 
tions (5) et (6) multipliés respectivement par — 7.x et — iy, ce qui donne 
cette nouvelle équation, linéaire comme les deux précédentes, 

(7) 10LX-k-1^'y-^^->r-^'=iO. 

En éliminant â: et centre les équations (5), (6), (7), nous obtenons la con- 
dition suivante : 

I cosO (X 

cosO I p 

2a' 2p' Y "•" ï' 



= 0, 



et, si les axes sont rectangulaires, cette équation se simplifie et devient 

2(aa'-hp3') = ï-+-r'- 

Supposons maintenant les équations des deux cercles données sous 

forme 

A (ar'-h 2a?j/'cos6 -^y^) -+- 2D x ■+■ i^y -f- F = o, 

A'(a7'-h2a7^cos6 -f-J'')-^ 2D'a7-H i^'y -\- F'= o. 
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il faudra poser 






D - E 


ï 


F , D' 

~A' '~A'' 



E' 
r A' 



r= 



F' 



A" * ~A' 

Si les axes sont rectangulaires, la condition prendra la forme suivante : 
(8) 2 (DD'-^ EE') = AF'-h A'F 

et, dans le cas général, 



(9) 



1 cosO D 

cosO I E 

iD' aE' AF'-r-FA' 



= o. 



La condition trouvée est linéaire et homogène par rapport aux coefficients 
des équations de chacun des deux cercles. Réciproquement, si les coeffi- 
cients A, D, E, F de Téquation d'un cercle variable sont liés linéairement 
par une équation de la forme 

(lo) AX H- 2D[JL -f- aEv -h Fp = o, 

le cercle représenté par l'équation 

A(j7*-i- 2 ry cos^ -{- y^) -h iDx -h lEy -f- F = o 

est orthogonal à un cercle fixe. 

Supposons les axes rectangulaires et identifions l'équation (lo) avec l'équa- 
tion (9), ce qui donne 

F' _ D' _ E^ _ A' 

X ~ — jx ~ — V "■ p ' 

et, par suite, le cercle représenté par l'équation 

A{x^-^y^)-^ iDx -f-aEj -hF =0 
est orthogonal au cercle représenté par l'équation 

p{x^-\-jr^) — 1[IX — 2V^-J- )v = O. 

On voit que le coefficient p doit être différent de zéro. Si l'on suppose p = o, 
la relation (10) exprime que le centre du cercle décrit une droite. On peut 
dire que le cercle orthogonal a dégénéré en ligne droite. 
Si les axes sont obliques, la relation (9) peut s'écrire 

2D(E' cosô - D') -f- 2E(D' cosO — E') -+- (AF'-h A'F) sin«0 = o; 

pour déterminer A', D', E', F', on devra résoudre les équations 

F'sin*6 E'cose — D' D'cosB-E' A'sin«e 
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Pour résoudre ce système, on peut poser A'= p, F'= X; il en résulte 
D' cos6 — E' = V sin«e, E' cosO — D' = jx sin«e, 
d*où Ton lire 

D' = — (fji-f-vcose), E' = — (v4-Htcos6), 
et, par suite, le cercle fixe orthogonal au cercle considéré a pour équation 
p(a:'-i- ixy cos6 -t-^') — 2(ji H- v cos6)ar — 2(v -+- jxcos6)j' 4- X = o. 

2^. Problâme. — Trouver le lieu, des centres des cercles qui coupent à 
angle droit deux cercles donnés. 

Soient, les axes étant rectangulaires, 

ipî_+. ji_i_ aDa: -h 2E^-i- F = o, x^-k-y^-^r- aD'ar-h aE'^H- F'= o 

les équations des deux cercles donnés. Pour que le cercle 

X'-{- y^ — lax — 2p^ -4- Y = o 

coupe à angle droit les deux premiers, il faut et il suffit que 

2Da-4-2Ep-+-F-4-Y = o, aD'a -h aE'P -h F'-h y = o. 

En retranchant les deux équations membre à membre, on obtient 

2(D — D')a -4- 2(E — E')p -f- F — F'= o, 

ce qui démontre que le lieu demandé est Taxe radical des deux cercles don- 
nés, car a, ^ sont les coordonnées du centre du cercle variable considéré. 

D'ailleurs, on voit géométriquement que tout point M de l'axe radical de 
deux cercles est le centre d'un cercle orthogonal à ces deux cercles. En effet, 
les puissances du point M par rapport aux deux cercles sont égales; si Ton 
suppose M extérieur aux deux cercles, les tangentes MT, MT', menées de M 
à ces deux cercles, sont égales, et le cercle ayant pour centre M et pour 
rayon MT les coupe à angle droit. 

245. PROBLÂME. — Trouver l'équation du cercle orthogonal à trois cer- 
cles donnés. 

Soient 

x^-^y^-\-iDx -i-2E^-+-F =0, 

x^^yt^ iT>'x -H2E'^-+-F'= o, 

xt -H ^«-f- 9. D'à: 4- 2 ^'y-\- F' = o 

les équations de trois cercles rapportés à deux axes rectangulaires, et soit 
(i) a7*4-^«-f- 2aa7-+- 2p^-t- Y = o 



i86 



CHAPITRE YI. 



l'équation d'un quatrième cercle. Il s'agit de déterminer a, p, y par les con- 
ditions 



(2) 
(3) 

(4) 



aDa -f-ssEp —y — F = o, 
aD'a -+-2E'P — Y — F' = o, 
2D*a-t-2E'P — Y — F'=o. 



Ces équations ont une solution , pourvu que le déterminant du système ne 
soit pas nul, c'est-à-dire pourvu que les centres des cercles donnés ne 
soient pas en ligne droite. Gela étant admis, il faudra porter dans Téqua- 
tion (i) les expressions de a, p, y tirées des équations (2), (3), (4); on en 
conclut que l'équation du cercle cherché est 



x; 



•^-+.y2 


X 


r 


I 


— F 


D 


' E 


— i 


— F' 


D' 


E' 


— I 


F" 


D' 


E' 


— I 



= o. 



On peut transformer cette équation. Ajoutons la première ligne du détermi- 
nant aux suivantes, ce qui donne 



x^-^y^—F D -h a? E -hy 
x^-^y^—F' D'-\-x E'-hy 
^î_l-j2— F' D^-^x E'-hj 



= o. 



EnHn, en ajoutant aux éléments de la première colonne ceux de la deuxième 

multipliés par — Xj et ceux de la troisième multipliés par — y, on obtient 

l'équation 

D -Ha: E -h y Dx -hEy -^F 

D' -4- ar E' -f-7 D'x -+- E> -4- F' 

D'-^x E' -H r D'à: -h E> h- F" 

que Ton peut écrire sous la forme suivante : 



= 0, 



(5) 



dC 


dC 


dC 


dx 


ày 


dz 


dC 


dC 


dC 


dx 


dy 


dz 


dC 


dC 


dC 


dx 


'ày 


dz 



= o. 



C, C, G' désignant les premiers membres des équations des trois cercles 
donnés. 

On désigne le cercle trouvé sous le nom de cercle orthotomique des trois 
cercles donnés. 



CERCLE. 187 

246. Propriétés du cercle orthotomique. — i" Le centre du cercle ortho- 
tomique est le centre radical des cercles donnés. Gela résulte immédiatement 
de la proposition établie au n" 243. 

a** Le lieu des points tels que leurs polaires par rapport à trois cercles 
soient concourantes est le cercle orthotomique relatif à ces trois cercles. 

En efîet, soient x^ y^ z les coordonnées d'un point; les polaires de ce point 
ont pour équations 



Xf .-Yf -^Zf 
OX oy Oz 


= 0, 


Xf ^Yf H-Zf 
OX oy oz 


= 0, 


Xf ^Yf ^Zf 
OX oy oz 


= 0; 



donc la condition pour que ces droites soient concourantes est précisément 
Téquation (5). Il en résulte que cette équation représente encore le cercle 
orthotomique quand les axes sont obliques. 

Le point de concours des polaires est sur le cercle orthotomique. En efTet, 
les équations de ces polaires peuvent se mettre sous la forme 

dC ôC dC 

dC da da 

âC dC âC 

et, si X, Y, Z sont les coordonnées de leur point de concours, les équations 
précédentes étant vérifiées par des valeurs x, y y z non toutes nulles, il en ré- 
sulte que l'équation du cercle orthotomique est vérifiée quand on remplace 
x,y, z par X, Y, Z. 

Soient M un point du cercle orthotomique, M' le point de concours des po- 
laires de M par rapport aux cercles donnés, je dis que M et M' sont diamétra- 
lement opposés. En effet, rapportons le cercle orthotomique à deux diamètres 

rectangulaires, et soit 

x^-\-y^ — p' = o 

son équation. Les équations des trois cercles donnés, rapportés aux mêmes 

axes, seront 

a7*-i-^*-t- aDa? -+- aEj^ -Hp«=o, 

a?» -t- j^i 4- X D'x -i- 2 E'y -f- p' = o, 
ar'-hj'«-haD'a7-{-2E'^-hp*= o, 

puisque la condition d'orthogonalité se réduit à F — p* = o par rapport au 
premier cercle, par exemple. Gela étant, si â^o» yo sont les coordonnées du 
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point M, sa polaire, représentée par 

^^o-^yyo -+- D(a: -h Xq) -h U{y +^0) -h p* = o, 

passe par le point — Xq, -— y^. 

On voit en même temps que le centre du cercle orthotomique est le centre 
radical des trois cercles, et que le carré de son rayon est égal à la puissance 
du centre radical par rapport à ces cercles. 

Ces résultats sont faciles à obtenir géométriquement. En effet, le centre 
d'un cercle orthogonal à trois cercles donnés est évidemment le centre radi- 
cal de ces trois cercles, et le carré de son rayon est égal à la puissance du 
centre radical et réciproquement. Ensuite, on a vu que si deux cercles sont 
orthogonaux, tout diamètre de l'un d'eux, est partagé harmoniquement par 
l'autre (140); donc deux points M, M' diamétralement opposés, du cercle or- 
thotomique, sont conjugués par rapport à chacun des cercles donnés; les po- 
laires de M passent donc par M'. Réciproquement, si l'on suppose que deux 
points M, M' soient conjugués par rapport à trois cercles G, C, G", O étant le 
milieu de MM^ les puissances de par rapport aux trois cercles seront 
égales à OM*; on en conclut que O est le centre radical, et que les points M 
et M' sont sur un cercle fixe, orthogonal aux trois cercles donnés. 

247. Problème. — Déterminer deux familles de cercles orthogonaux. — 
Il s'agit de déterminer deux familles de cercles tels que deux cercles quel- 
conques appartenant à la première et à la seconde famille soient orthogo- 
naux. Soient C, G' deux cercles de la première famille; tout cercle de la se- 
conde famille devant couper à angle droit les cercles G et G', on en conclut 
que les centres des cercles de la seconde famille sont sur Taxe radical des 
cercles G et G'. Gela étant, si C est un troisième cercle de la première 
famille, les centres des cercles de la seconde famille devant être aussi sur 
l'axe radical de G et G', il en résulte que deux cercles quelconques de la pre- 
mière famille ont pour axe radical une droite déterminée, et il en est de 
même des cercles de la seconde famille; par suite, les centres des cercles des 
deux familles sont disposés sur deux droites rectangulaires. 

Gela étant, nous prendrons deux axes rectangulaires et nous formerons 

d'abord une première famille de cercles ayant leurs centres sur Ox, et tels 

que deux quelconques de ces cercles aient pour axe radical l'axe des j^. 

Soit 

x^ -h y* -^ lax -h-'k .= o 

l'équation d'un cercle ayant son centre sur Ox. La puissance de l'origine par 
rapport à chacun des cercles d'une famille doit être la même; on en conclut 
que X doit avoir une valeur constante. Supposons, pour Oxer les idées, 
X = h*, h étant une constante réelle; l'équation 

j;.! _i_ jj 4_ 2 ax H- A* = o, 

dans laquelle a est un paramètre variable, représentera la première famille. 
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L'équation générale des cercles de la seconde famille sera de la forme 

x^ ^ yi ^ 2 by -h A' = o; 

la condition d'orthogonalité se réduit à k = — /t* ; donc la seconde famille est 
définie par l'équation 

op^-\- y^-r-'iby — /i»=o, 

dans laquelle b est un paramètre variable. On voit que ces cercles sont tou- 
jours réels et coupent l'axe des x en deux points réels, ayant pour coordon- 
nées X =ih hj y = 0. Soient eu et eu' ces deux points. 
L'équation d'un cercle de la première famille peut se mettre sous la forme 

(r -4- a)* -+->'* = a* — A'. 

Pour que ce cercle soit réel, il faut et il suffit que a* — A* soit positif. 
Lorsque a = A, le cercle se réduit à un point x = — a, y = o : c'est le 
point (0 ; pour a = — A on obtient l'autre point. La puissance de l'origine étant 
égale à -h A', et celle du point a>, par exemple, égale à 2A(a-f- A), on voit 
que si le centre du cercle a une abscisse positive, on aura a -+- A < o si ce 
cercle est réel; donc le point w sera à l'intérieur du cercle considéré. Ces 
points 0) et 10' se nomment les points limites de la première famille. Si l'on 
avait posé X = — A*, ces résultats auraient été renversés. 

La polaire de l'un des points limites par rapport à l'un quelconque des cer- 
cles de la première famille passe par l'autre point limite et est perpendicu- 
laire à la ligne qui les joint. 

En eiïet, la polaire du point (A, o) par rapport au cercle 



a pour équation 



x^ -h y^ -^ lia X -h h^ = o 

{a -\- h) {x -+- h) = o. 



248. Définition de Vangle de deux cercles. — Considérons deux cer- 
cles {fig. 68) se coupant au point A, décrivons chacun de ces cercles dans 
le même sens et menons les demi-droites AT, AT', 
dirigées suivant la tangente et dans le sens de la 
vitesse du mobile décrivant chaque cercle; l'angle 
ainsi obtenu est égal à l'angle GAG'. Si nous dési- 
gnons cet angle par V, on aura 

^» = r' H- r'* — 1 rr' cos V. 

On peut conserver cette formule dans tous les cas 
en donnant des signes à r et à /*'. 

Si l'on décrit les cercles dans des sens con- 
traires , on regardera r et r^ comme ayant des si- 
gnes contraires, et V désignera, dans ce cas, le supplément du premier angle 
que nous avons considéré» 
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249. Problème. — Trouver le lieu des centres des cercles qui coupent 
trois cercles donnés sous un même angle. 



Soient 



et 



x^^yt — 2aiF — iby -^- a'-f- 6* — /•* = o 
x^^ yt — 2aar — i^y -+- a* -h P' — p' = o 



les équations de deux cercles; cp étant l'angle de ces deux cercles, on a 

{a — a)* -h (6 — p)2= r*-»- p* — îirp coso. 

En posant a^-\- b^ — r'= c, a*-i- p' — p*= y et p cos<p = X, on peut écrire 

c -h arX — aaa — a^p -f- y = o. 

On aura de même pour deux autres cercles 

c'-f- xr'l — 'la'y. — ib'^ -h y = o, c"h- xr"! — la'a. — T.b"^ -4-^ = 0. 

L'équation des cercles coupant sous l'angle o les trois cercles donnés est 
donc de la forme 



X y I 



c -h ir\ a b I 
c'-f-2r'X a b' 1 



ar'X a" b" i 



o 



ou 



x^-^y^ T y \ \ 
c a b \ 

c' a' b' I 



a' b" I 



aX 



[ 



o X Y 

r a b I 

/•' a' b' I 

r" a' b' i 



= 0, 



équation de la forme 



C-HîXD --^0, 



C — o étant l'équation du cercle orthotomique des trois cercles donnés, et 
D — o l'équation de l'un des axes de similitude. 

Le lieu cherché est donc la perpendiculaire à cet axe menée par le centre 
radical des cercles donnés. 

Inirersion. 



230. Soient Oxj Oy deux axes rectangulaires, et M un point ayant pour 

coordonnées (a-, 7). Si l'on prend sur OM un point M' tel que OM.OM' = /:, 
on dit que M' est l'inverse de M, la puissance d'inversion étant égale à k, La 
puissance A' est positive ou négative, suivant que OM et OM' ont le même 
sens ou des sens contraires. Pour obtenir une relation entre les coordonnées 
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de M et celles de M'{x', ^'), remarquons que 



donc 



X 


_ r _ 


OM 

Oivr 


. — 


k 

• 


x' ■ 


a?'»+yj' 


Y* — 


kx' 


i' 


y 


ky 


V — 


x'^-^y 


a:'«+y» 



A la courbe/(a7,^) = o correspond une courbe que nous nommerons inverse 
de la première et qui a pour équation 



.( kx ky \ ^^ 



Au cercle 

a?* -+- ^* -H 2 ax -\- 'i by -{- c = o 

correspond un nouveau cercle ayant pour équation 

c(x^-hy^)-h ik(ax -h by) -f-X« = o. 

Si l'on suppose c = o, c'est-à-dire si le cercle donné passe par le pôle d'in- 
version, l'inverse est une droite. Réciproquement, l'inverse d'une droite est 
un cercle. En effet, à a? — a = o correspond 

a(a?*-f-^') — kx = o. 

Le centre du cercle représenté par cette équation est sur la perpendiculaire 
abaissée du pôle sur la droite donnée. 

On démontre en Géométrie que l'angle de deux courbes en un point M qui 
leur est commun est égal à l'angle des courbes inverses, au point correspon- 
dant M'; nous vérifierons plus loin cette proposition par le calcul. Il en résulte 
que si d est la distance des centres de deux cercles ayant pour rayons r, r', 
l'expression 



•2 rr' 



reste invariable quand on transforme les deux cercles donnés par inversion ; 
on peut le vérifier directement. Il en résulte que les expressions 



et 



2 rr' 1 rr' 



restent invariables. Le carré d'une tangente commune extérieure a pour 

expression rf'— (r — r')* et le carré d'une tangente commune intérieure est 

égal à d^ — {r-^- r')'. En désignant par T l'une des tangentes communes, on 

T 
voit que est invariable. 

^rr' 
• Considérons quatre cercles tangents à une droite aux points A, B, C, D; les 
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longueurs AB, AC, . . ., CD sont des tangentes communes. De la relation 

ÂB.GD -h ÂD.BG = ÂG.Bi), 

en désignant par (/?, g) une tangente commune à deux cercles rp^ rq, on 

déduit 

±(i,a)(3,4)ii=(i,4)(2,3)=t:(i,3)(2,4) = o. 

Cette relation subsiste après l'inversion. Si le cercle (4) s'évanouit, son 
centre se place sur le cinquième cercle et les carrés des tangentes communes 
relatives à ce cercle deviennent les puissances d'un point d'un cercle tangent 
aux. trois premiers. On en conclut que, si les équations de ces cercles sont 
G] = o, Gs = o, G3= o, l'équation d'un quelconque des cercles tangents aux 
trois premiers est 

(.2,3)v/g;±(i,3)v/g;±(i,2)v/C;=o [Gasey(i)]. 

Équation du cercle en coordonnées trilinéaires. 

251. Nous savons déjà que si a, p, y sont les coordonnées normales, le 
cercle circonscrit au triangle de référence a pour équation 

a.pY -^ ^'Y* H- <^««? = «• 

En ajoutant au premier membre de cette équation une fonction du premier 
degré arbitraire et rendant l'équation homogène, on obtient 

Gette équation, qui renferme trois paramètres arbitraires u, v, Wj est 
l'équation générale du cercle, en coordonnées normales. 

L'équation de la droite de l'inGni étant, en coordonnées normales, 

aa -h 6p -h CY = o, 
devient, si l'on emploie des coordonnées quelconques, 

a b f. c 

A JJL *^ V ' ' 

cette équation devant être identique à 

ra-+-r'p -+- t'y = o, 



on en conclut 



(») Voir la Géométrie analytique de G. Salmon, traduction Vaucheret, i. P 
p. 191. 
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Il en résulte que Téqualion du cercle circonscrit au triangle de référence 

X'rpY H- fx'r'ya ■+■ v*/''a^ = o, 



est 

c'est-à-dire 



et l'équation d'un cercle quelconque devient 

A^r^Y -+- fx*r'Ya-4-v*r''aP-i-(Ma-f- p^ -+- w^)(ra-^ r'^ ■+- r^) = o. 

25:2. Équation du cercle inscrit au triangle de référence; cercles 
ex inscrits, — Soient {fig» 69) D, E, F les points de con- 
tact du cercle inscrit avec les côtés du triangle ABC. On Fig. 69. 
sait que les angles du triangle DËF ont pour valeurs 

ABC 
90* , 90" > 90" • En supposant l'origine des 

A ^ A 

coordonnées à l'intérieur de DEF et appelant a', ^\ ^ les 
distances d'un point M aux côtés de ce triangle, le cercle 
circonscrit au triangle DEF a pour équation 

P'y'cosJA -f-Y'a'cos^B-i-a'P'cosJC = o. 

Mais, en vertu d'une propriété connue du triangle isoscéle, on a pour tous les 
points de ce cercle 

a'«=Pï, r=T«» T'*=«3- 

Si (a, ^j y) ^^"^ ^^^ coordonnées d'un point de l'arc sous-tendu par EF, 
^' et Y sont positifs et a' négatif; donc 




on a donc pour cet arc 



/ 



acosj A 



/3 cos-J B ^- /y cos J g = o. 



On trouve de même pour les arcs DE et DF 

v/acos| A — /pcos|B -+-v/ycos JC = o, 
v/âcos^A -f- y/pcoçj B — /ycosJC = o. 

Sous forme entière et rationnelle, l'équation du cercle inscrit à ABC est 

a*cos*-jA -f- P'cos'jB 4- y«cos'|C 

î— aP^cosyB cos Je — a^a cosf G cos^A — aa3 cos^A cos^B = o. 

On emploie la même méthode pour les cercles e\inscrits. On trouve pour 
NiEWENQLowsKi. — G. an., I. i3 
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le cercle exinscrit intérieur à l'angle A 

a»cos« J A -+- p^sin^B -f- y'^sin»-* C 

— '2pY sin jB sin^G — aya sin J G cos jA — 2aP cos jA sin^B = o. 

EXERCICES. 

1. Former l'équation du cercle des neuf points relatif à un triangle donné. 

2. Si l'on nomme Xq, yo les coordonnées du centre du cercle circonscrit à 
un triangle ABG, Xi, ^i; arj, y^; a?8, yz les coordonnées des sommets de ce 
triangle, le centre du cercle des neuf points de ce triangle a pour coordon- 
nées 

Xi-^Ti-{- ara— Xo yx -+- VJ-+-73 — ro 



•2 



3. On mène par un point A deux droites qui rencontrent un cercle fixe aux 
points B, G et B', G' respectivement. Prouver que les cercles ABG' et AB'G se 
coupent en un point situé sur le cercle décrit sur AO comme diamètre, O étant 
le centre du cercle donné. 

4. Soient AB une corde, G le milieu de l'un des arcs qu'elle sous-tend dans 
un cercle donné et P un point quelconque pris sur la circonférence de ce 
cercle; on prend sur PG une longueur PiVl = PA h- PB. Trouver le lieu de M. 

5. Les pieds des perpendiculaires abaissées d'un point P du cercle circon- 
scrit à un triangle sur les côtés de ce triangle sont en ligne droite et récipro- 
quement. Déduire de là l'équation du cercle circonscrit au triangle di* 
référence. 

La droite obtenue (droite de Simson) passe à égale distance du point O et 
de l'orthocentre. 

En prenant pour axes deux diamètres rectangulaires du cercle circonscrit 
au triangle ABG, et en appelant a, p, y, cp les angles que les rayons OA, OB, 
OG, OP font avec l'axe des x, on peut déterminer l'axe des x de façon 
que a -H p -4- Y = '>'^- La droite de Simson a alors pour équation 



a? sin i -h y cos ^ = R ( sin — ^^ 
2 "^ 2 \ '^ 



cp c? «, / . 3o . a— o . 8 — o . Y — © 
T _i_ -,, /»/^c • — R f cin _j^ _j_2sin i sm ' sin * 

'2 '2 '2 



En transportant l'origine au centre du cercle des neuf points, la direction 
des axes étant conservée^ cette équation devient 

p Q R 3cp 

a? sin I -hjcos -^ = — sin — i- (Badovreau, Nouvelles Annales, 1879). 

6. On donne un cercle S, un triangle ABG y inscrit et deux points P, P'sur 
la circonférence S. i* Trouver le lieu du point de rencontre M des deux droites 
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de Simson qui correspondent à P, P' quand le sommet G se déplace sur la 
circonférence S, A et B restant fixes. On trouve un cercle S'. 

2° Trouver le lieu du centre de S' quand A et B étant fixes, P et P' se dé- 
placent de manière que Taxe PP' reste constant. 

7. Démontrer que les cercles, ayant pour diamètres trois cordes apparte- 
nant à un même cercle et partant d'un môme point de ce cercle, se coupent 
en trois points situés en ligne droite. 

8. Les cercles décrits sur les trois diagonales d'un quadrilatère complet 
ont même axe radical. 

9. Lieu des points tels que si Ton abaisse de chacun d'eux des perpendicu- 
laires sur les côtés d'un triangle donné, le triangle formé par les pieds de 
ces perpendiculaires ait une aire constante 2k. 

— On trouve deux cercles concentriques au cercle circonscrit. R étant le 

rayon du cercle circonscrit, les carrés des rayons de ces cercles ont pour va- 

k 



leurs R* di 



sinA sinB sinC 



10. En nommant d la distance des centres du cercle inscrit et du cercle 
circonscrit à un triangle et r, R les rayons de ces cercles, prouver que 

rf2 = R(R-.2r). 

2*^ En appelant f' le rayon du cercle exinscrit situé dans l'angle A, et d' la 
distance de son centre à celui du cercle circonscrit, on a 

û?'« = R(R-+-2r'). 

Montrer que, si Tune de ces relations a lieu, il y a une infinité de triangles 
inscrits au cercle R et dont les côtés sont tangents au cercle r ou r'. 

11. Trouver le lieu des points tels que la somme des carrés de leurs dis- 
tances à des points donnés soit constante, chacun des carrés étant multiplié 
par un coefficient constant. Cas où la somme des coefficients est nulle. 

là. Lieu des centres des cercles qui sont vus de deux points donnés sous 
des angles donnés. 

13. Démontrer que l'axe radical de deux cercles est équidistant des po- 
laires de l'un quelconque des centres de similitudes. 

— Prendre le centre de similitude considéré pour origine. 

14f. Soient G = o, C'= o, G'= o les équations de trois cercles fixes. Le 
cercle ayant pour équation XG -H X'G'-h )/C*= o est orthogonal à un cercle 
fixe. 

— Appliquer le corollaire du n* 243. 
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15. Condition pour que quatre cercles soient coupés orthogonalement par 
un cinquième. 

— En appelant A, B, G, D les centres des quatre cercles, Si, St, S3, S^ les 
aires des triangles AGD, GDA, DAB, ABG; cui, «112,1113,111^ les puissances d'un 
point quelconque de l'origine, on a la condition 

Wj Sj — TîTj Sj-i- WjSj — ^iS^ = O. 

16. Calculer l'angle de deux cercles. 

On écrit û?*— r* — r'*-i- î/t'cosV = o, et l'on suit la méthode du n® 242. 

On trouve 2 cosV 4 / -r-rr = — M, M désignant le déterminant (9). 

17. Former les équations des cercles qui passent par deux, points donnés et 
sont tangents à un cercle donné. 

18. Déterminer les cercles tangents à trois cercles donnés. 

{Voir G. Salmon, t. I*"", p. i85. Consulter : Leçons de r Agrégation clas- 
sique, par G. Kœnîgs, Paris, Hermann.) 

19. Déterminer tous les systèmes de deux familles de cercles tels que tout 
cercle de la première coupe tout cercle de la seconde sous un angle donné' 
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LIEUX GÉOMÉTRIQUES 



253. On nomme lieu géométrique l'ensemble des points qui 
jouissent d'une propriété particulière. Il arrive quelquefois que cette 
propriété est assez simple pour que Ton puisse en déduire immédia- 
tement Yéquation du lieu. C'est ainsi que nous avons pu déduire de 
leurs définitions les équations du cercle, de l'ellipse, de l'hyper- 
bole ou de la parabole. Mais, le plus souvent, le lieu que l'on cherche 
est décrit par un point mobile dont les positions successives dé- 
pendent des valeurs attribuées à wn paramètre variable. Par exemple, 
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on peut chercher l'équation de la courbe décrite par un point mo- 
bile M, dont les coordonnées rectilignes x, y sont liées à un para- 
mètre variable a par les équations 

f ^ifh désignant des fonctions continues de a. A chaque valeur éZo, 
attribuée au paramètre a, correspond une position bien déterminée 
de M, dont les coordonnées sont ^o=/(«o)> J^o=/4(^o)î en ad- 
mettant que chacune des fonctions données n'ait qu'une seule dé- 
termination. Plus généralement, le point M peut être défini comme 
étant l'un quelconque des points communs à deux courbes variables, 
dont les équations 

renferment le paramètre variable a. A chaque valeur ao, attribuée au 
paramètre a, correspondent deux courbes, une de chaque famille, 
qui se coupent en un ou plusieurs points, dont les coordonnées vé- 
rifient les équations 

/(^, r» «0) = o, /i(ar, y, ao) = o. 

Soit M l'un de ces points. Si l'on fait varier a d'une manière continue, 
M se déplacera, en général, d'une manière continue, et l'ensemble 
de tous ces points décrira une courbe dont il s'agit d'obtenir l'équa- 
tion. 

Je dis qu'on obtiendra l'équation du lieu défini par les équa- 
tions (i), en éliminant a entre ces deux équations. 

En effet, soient Xqj yo les coordonnées d'un point du lieu, c'est- 
à-dire d'un point commun aux courbes définies par les équations 

de sorte que 

Les équations 
(3) /(a^o,ro,«) = o, /d^o,yQ,a) = o 

ont au moins une solution commune ao* Par suite, en désignant par 
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K(xQ.yo)le résultant des fonctions de a :/(j?(,,jKoîûf),/i(xo,^oi^)7 
on a 

(4) R(a?o,ro) = t>; 

ce qui signifie que le point (xo,^©) appartient à la courbe repré- 
sentée par Téquation 

(5) R{x,y) = o. 

Réciproquement, si (^ot^o) sont les coordonnées d'un point de 
cette courbe, la condition (4) est vérifiée; par suite, les équa- 
tions (3) ont au moins une solution commune a©; en d'autres termes, 
le point (^01 J^o) est l'un des points communs aux courbes (2) et, 
par suite, ce point est bien un point du lieu. 

Il ne reste plus qu'à remarquer que l'équation (5) est la résultante 
des deux équations (1). 

254. Généralisation, — Il arrive le plus souvent que l'on est 
obligé de faire intervenir plus d'un paramètre variable. Par exemple, 
on peut considérer des courbes variables définies par les équations 

(6) /(x,y,a,b) = Oy 

(7) /i(^,J^,«,^) = o, 

dans lesquelles a, 6 désignent deux paramètres variables liés par une 
équation 

(8) (p(a,6) = o. 

On aura l'équation du lieu du point {x^y) en éliminant a et 6 entre 
ces trois équations. 
EQectivement, soit 

la résultante des équations précédentes, dans lesquelles on regarde a 
et b comme seules variables. 

Si ^0) J^o sont les coordonnées d'un point M du lieu, il existe un 
système de valeurs, ao, &o satisfaisant à l'équation (8) et auxquelles 
correspondent deux courbes définies par les équations 



LIEUX GÉOMÉTRIQUES. IQQ 

qui passent par le point M, de sorte que Ton peut écrire 

/(^oj .roj «0» ^o) = o, /i(a7o,7o: «0, ^o) = o, «p(ao, ^o) = o. 
11 en résulte que les équations 

(10) f\{oco,y(i,ayb):=o, 

(11) o(a,6) = o 

ont au moins une solution aof 6o, et, par conséquenr. 

Réciproquement, si cette dernière condition est remplie, les équa- 
tions (9), (10), (i 1) ont au moins une solution commune; ce qui dé- 
montre que le point Xq^ yo est un point du lieu. 

D'une manière générale, Téquation de la courbe décrite par un 
point dont les coordonnées x, y vérifient n -f- i équations 

[ / (^» ^» «1» «î» . . . , «/ï) = o, 
. . ) /i (^»^» «i^aji • .., a«) = o, 

\ /«(^» ^» «1» «ït . . . , ««) = o, 

dans lesquelles figurent n paramètres ai, a^^ . .., a/i, s'obtient en 
éliminant ces n paramètres entre les /i + i équations précédentes. 
En effet, si 

est la résultante de ces équations, la condition 

est la condition nécessaire et suffisante pour que les équations 

/ (^01 J^o» «1» «î» . . . , ^/i) = o, 
/i (^Of ^0» «I» «î. . . ., a„) = o, 



/a(^o> J'o» «1» «îj . • . j «/i) = o 
admettent au moins une solution 



ci\ — «£, as=aj« •••} ^« = ût,|, 
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c'est-à-dire pour que le point (^o? J^o) soit commun aux courbes dé- 
finies parles équations (12), dans lesquelles les paramètres ont les 
valeurs particulières a\^ a^^ ..•, a^^, ou, en définitive, pour que 
le point M (^oj J^o) soit un point du lieu. 

253. La proposition que nous venons d'établir est générale; mais 
elle appelle quelques observations. 

Supposons en effet, pour plus de simplicité, que les conditions 
géométriques définissant la position d'un point M du lieu cherché 
soient exprimées au moyen des équations (i), renfermant un seul 
paramètre variable a et soit R(^, y) =10 la résultante de ces équa- 
tions. Soit M un point de la courbe (5). Nous avons dit qu'à ce 
point, ayant pour coordonnées x^j y^^ il correspond au moins une 
valeur a^ du paramètre a, telle que les courbes définies par les 
équations /(a:, j^, a^) == o, /^ (j?, y, a^) = o passent toutes les deux 
par le point M. Or il peut se faire que ces courbes ne répondent 
pas véritablement aux conditions géométriques de l'énoncé du pro- 
blème pour toutes les valeurs de a; par exemple, il peut arriver 
que a doive être réel et même en outre compris entre certaines 
limites. Il est clair dès lors que si a^ ne vérifie pas ces conditions, le 
point M ne fait pas partie géométriquement du lieu; c'est ainsi que 
certaines parties de la courbe, représentée par l'équation (5), peu- 
vent être des parties parasites. 

En second lieu, si l'une des courbes (i) passe par un point 
fixe A, ayant pour coordonnées j?^, yi, et cela quelle que soit la 
valeur de a, le point A sera nécessairement un point de la 
courbe R(j7,j^) = o. En effet, supposons que /(^i, j^i, a) ^ o, 
cette identité étant supposée vérifiée pour toutes les valeurs de a. On 
peut, en général, trouver une ou plusieurs solutions de l'équation 

Soit «0 l'une de ces solutions. On aura /(j^i, ^«, «0) = o? 
/i{Xi,yi, ao) = o. Ce qui prouve que R{Xi, yt) = o. 

D'après ce que nous avons dit plus haut, le point A ne fera véri- 
tablement partie du lieu que si l'on peut trouver une solution ao 
telle que les courbes représentées par les équations y(x, j', ao) = o, 
fii^^yy ^fo) = répondent aux conditions géométriques données. 
S'il n'en est pas ainsi, le point A sera un point parasite. 
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Nous allons éclaircir ces considérations par quelques exemples 
simples. 

236. Problème. — Trouver le lieu des milieux des cordes d^un 
cercle qui passent par un point fixe. 



Fig. 70. 



Nous prendrons {fig- 70) pour axe des x le diamètre du cercle 
donné passant par le point fixe Â, Taxe 
des^ étant le diamètre perpendiculaire. 
Soit x^-\-y^ — K'^ = o l'équation du 
cercle. Si l'on désigne par d l'abscisse 
du point A, l'équation d'une sécante 
passant par A est de la forme 



(I) 



y = a(x — d). 




Cette sécante coupe le cercle en deux points B, C; proposons- 
nous de déterminer les coordonnées du milieu M de la corde BC. 
L'équation aux abscisses des points d'intersection du cercle et de la 
sécante étant 



(2) 



a?2 -H «2 (^ — ^)* — ï^' = o» 



l'abscisse du point M est égale à la demi-somme des racines de cette 
équation; en appelant x cette abscisse, on a, par suite, 



(3) 



X = 



a'^d 



a^ 



Nous sommes ainsi conduits à éliminer a entre les équations (i) 

et (3) ; celte élimination ne présente aucune difficulté, et l'on trouve 

immédiatement 

x[(^x — dy->ry^} — dy^ = o 
ou 

(a? — d) [x{x — d) -H^*] = o. 

Cette équation se décompose en deux, savoir 



x'^-^y^ — dx = 



et 



X — ^ = o. 



La première représente le cercle décrit sur OA comme diamètre 
et la seconde la perpendiculaire à OA menée par le point A. 

II est évident que la seconde solution ne répond pas au problème ; 
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ils^agit d'expliquer pourquoi la méthode que nous avons sui\ie nous 
a donné cette solution. Nous avons remarqué que l'abscisse du mi- 
lieu d'une corde BG passant par A est égale à la demi-somme des 
racines de l'équation (2); la réciproque n'est pas vraie : un point si- 
tué sur une sécante passant par A et dont l'abscisse est égale à la 
demi-somme des abscisses des points d'intersection du cercle avec la 
sécante n'est pas nécessairement le milieu de la corde que cette sé- 
cante détermine dans le cercle; cela n'est vrai que si la sécante n'est 
pas perpendiculaire à OA. En effet, si l'on suppose que a grandisse 
indéfiniment, l'équation (2), que l'on peut écrire 

a* 

devient, à la limite, 

(J7 — d)'^ — o, 

de sorte que l'abscisse d'un point quelconque de cette sécante, et 
non pas seulement du milieu de la corde qu'elle détermine dans le 
cercle, est bien égale à la demi-somme des racines de l'équation pré- 
cédente. En un mot, nous avions transformé le problème proposé 
en cet autre problème, qui ne lui est pas équivalent : 

Trouver le lieu du point de la sécante représentée par r équa- 
tion (i), dont l'abscisse est égale à la demi-somme des abscisses 
des points dHntersection de cette sécante et du cercle donné* 

La solution x — d=zo convient à ce nouveau problème, mais 
c'est un^ solution étrangère pour le premier problème. - 

En second lieu, lorsque le point A est extérieur au cercle, toutes 
les sécantes ne le coupent pas en des points réels. Les racines de 
l'équation (2) sont réelles quand on suppose 



d^ ~ K^ 
et imaginaires si 



rf«— K« 



Mais, quand ces racines sont imaginaires, leur demi-somme est réelle 
et, par suite, le point milieu de la corde BG est encore réel quand 
les points B et G sont imaginaires conjugués. On peut distinguer 
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sur le cercle trouvé les arcs qui correspondent à des cordes réelles 
de ceux qui correspondent à des cordes imaginaires. Remarquons 
d'abord que si A est intérieur au cercle, ou sur sa circonférence, tous 
les points du cercle décrit sur OAsont des milieux de cordes réelles. 
Dans le cas où le point A est extérieur, la seule partie du cercle dé- 
crit sur OA qui correspond aux cordes réelles est celle qui est à l'in- 
térieur du cercle donné. 

On aurait pu résoudre le problème proposé d'une autre manière, 
en remarquant que, le milieu de la corde BG étant sur le diamètre 
perpendiculaire à cette corde, le point M est à l'intersection de la 
droite déRnie par l'équation (i) et de la droite représentée par l'é- 
quation 

(4) a/-f-a7 = o. 

En éliminant a entre les équations (i) et (4), on obtient immé- 
diatement l'équation du lieu 

Ici encore nous avons transformé le problème en celui-ci, qui est 
indépendant du cercle donné : 

Troui^er le lieu des pieds des perpendiculaires abaissées du 
point O sur les droites menées par le point A. 

Quand le point A est intérieur au cercle donné, les deux problèmes 
sont absolument équivalents^ mais si le point A est extérieur à ce 
cercle, et que l'on ne considère que les cordes réelles, le point d'in- 
tersection d'une sécante passant par A avec la perpendiculaire abais- 
sée du point O ne convient au premier problème que si la sécante 
coupe le cercle en des points réels. 

Remarquons enfin que, les sécantes considérées passant toutes 
par A, le lieu trouvé passe aussi parce point, qui d'ailleurs n'est pa- 
rasite que s'il est extérieur au cercle donné. 

257. Problème. — Etant donné un angle xOy^on mène par 
un point fixe des sécantes coupant les côtés de V angle aux points 
P, Q que Von joint à deux points fixes B, G pris sur les côtés; 
trouver le lieu des points d^ intersection des droites BQ, PG. 
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Prenons {fig* 71) les deux côtés de l'angle donné pour axes et 
soient a, p les coordonnées du point A. Si l'on désigne par b et p 
les abscisses des points B et P et par c, q les ordonnées des points 

C, Q, on voit que le point M est le point 
'^' ^'* de rencontre des droites définies par les 

équations 

(i) h - — I = o, 




a> 



(2) t-*-t: — ' = 0- 



P ^ 

X 

b 



Mais, la droite PQ passant parle point A, les deux paramètres />, q 
sont liés par la relation 

(3) — h" — 1 = 0. 

P <1 

L'équation du lieu de M s'obtiendra donc en éliminant p et q 
entre les équations (i), (2) et (3). En portant dans l'équation (3) 

les valeurs de - et - tirées des deux premières, on obtient 



X^ yï 

^ -r- -t-a*^^ — \- xy — (^x + ay) = o. 



Le lieu est donc une courbe du second degré qui se décompose en 
deux droites si le discriminant du premier membre est nul. La condi- 
tion pour qu'il en soit ainsi, savoir 



' " c 



p 7- -H a ^ a^ = o, 



exprime que ^x -{-oLy divise ^3 -^ -f- a -^^ — h œy. 
Si l'on suppose a^ ^ o, cette condition se réduit à 

r H- '- -— I = o. 
o C 

Donc, si le point A est sur la droite BC, l'équation du lieu peut 
s'écrire 
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Dans ce cas, le lieu se compose de la droite BC elle-même et de 
la polaire du point A par rapport à l'angle donné. 

Lorsque la sécante est confondue avec BC, les droites PC et BQ 
sont aussi confondues avec BC, et le^ point M est un point quelconque 
de la droite BC qui devait ainsi faire partie du lieu. 



2o8. Problème. — Par un point {fig- 'ji) pris sur l'un des côtés d'un 
triangle ABC, on mène une sécante 

variable, coupant les côtés AB et AG pj»^ ^2. 

en D et E, On demande le lieu des 
points de rencontre des cercles circon- 
scrits aux triangles OBD, OCE. 

Prenons pour axes des x le côté BC 
et pour axe des y la perpendiculaire à 
ce côté menée par le point O. Soient ^ 
et Y les coefficients angulaires des 
droites AB, AG et 6, c les abscisses 
des sommets B, G. Si M est un point 
du cercle circonscrit au triangle OBD, 
Tangle de BM avec OM est égal à 
l'angle de BD avec OD; par suite, l'équation de ce cercle est 




ÎT' 



y 

X — b 


y 

X 


=r 


p — m 


Il *^ 




IH- //« ? ' 


x{x - 


-b) 





m désignant le coefficient angulaire de la sécante OD. En développant l'équa- 
tion précédente, on obtient 



(I) 



/n(x*-h7' — bx -^ ^?7)-»- b^x-^ by — ^{x^-^y^) = o; 



de même, l'équation du cercle circonscrit au triangle OGE sera 



{'>') 



m {x^ -h y^ — ex -^ c^y) -^c^x -hcy — y{x^-hy^) = o. 



On aura l'équation du lieu en éliminant le paramètre m. On trouve 

(x^-\-y^) x^-hy^—{b -hc)x-h(c — b) -q-~ 7-»- 6c = o. 

Le second facteur égalé à zéro représente un cercle; on vérifie facilement 
que c'est le cercle circonscrit au triangle ABG, ce que l'on peut démontrer 
a priori par des considérations géométriques élémentaires. 

Le second facteur donne les droites isotropes menées par l'origine. On se 
rend compte facilement de ce résultat. En effet, si l'on pose, par exemple, 
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y :=zix^ l'équation (i) devient 

et réquation (2) 

(m — 0(Y ^- = o. 

Gomme ^ et y sont supposés réels, on en conclut que m = i\ or, si Ton 
suppose m = i, l'équation (i) se met sous la forme 

ou, en supprimant le facteur i — ^ qui n'est pas nul, 

{x -+- iy) (x — iy — 6) = o, 

le cercle dégénère en deux droites, dont l'une x -\'iy = ou y — ix = o est 
la sécante isotrope menée par le point O, et la seconde, une droite isotrope 
menée par B et ayant pour coefficient — L D'ailleurs, si l'on veut faire passer 
un cercle par le point et par le point de rencontre d'une sécante isotrope 
issue de l'origine avec la droite AB, cette droite isotrope aura encore avec le 
cercle un point commun à l'infîni, le point I ou le point J; par conséquent, 
cette droite, rencontrant le cercle cherché en trois points, ce cercle se décom- 
posera nécessairement en deux droites isotropes, l'une de ces droites étant la 
sécante et l'autre la droite isotrope de direction conjuguée à la première et 
menée par le point B. De même, l'équation (2) prendra la forme 

{x -4- iy) {x — iy — c) = o. 
La droite x -^ iy = o fait donc partie de l'intersection de ces cercles. 

Remarque, — On peut faire l'élimination de m de la manière suivante. En 
posant p = tangB, y = tangC, m = tangM, on a 

P — m 7 — m 



'-^r^ L:n^?il_=tang[B-M-(C-M)] = tang(B-C)=:^; 

(i -r /7iP;(i -4- m y) 

donc 

by cy 



x--^y* — bx x^-hy^ — ex _ p — y 

bcy^ "~ I -+- Py ' 

I _}_ 1: ç » • 

{x*-hy^ — bx){x^-\'y* — ex) 

ou, en simplifiant, 

(h — c) (xJ-^-y^^y __ 3 — y 

(x^'{-y^)*'-'{b-i-c)x{x^-^y^)-hbe{x^-^y^) ~ i 4- pY 
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et, SOUS forme entière, 



259. Problème. — Une corde variable PQ d'un cercle {Jig» 78) est vue 
d'un point fixe A pris dans le plan du cercle ^ 
sous un angle droit. Trouver le lieu du pôle 
de PQ par rapport au cercle. 

Prenons pour axe des x le diamètre qui passe par 
le point A, le diamètre perpendiculaire au premier 
étant pris pour axe des y. Soit a l'abscisse du point A 
et soient Xq, jtq les coordonnées du point M, pôle 
d'une corde PQ répondant à la question. 

Le cercle donné ayant pour équation 



x^ 



^_^1_R1^0, 




la polaire de M est définie par l'équation xxQ-hyyo — ï^' = ^• 

Il reste à exprimer que l'angle BAQ est droit. Pour cela, nous allons for- 
mer l'équation du faisceau des droites AP, AQ, ou, plus exactement, celle du 
faisceau des parallèles à AP et AQ menées par le centre du cercle. Soient a, 
P les paramètres directeurs d'une droite passant parle point A; les coordon- 
nées d'un point de cette droite sont x = a -^ ap, ^ = pp; exprimons que 
cette droite passe par l'un des points communs au cercle et à la droite PQ; 
il faut et il suffit, pour qu'il en soit ainsi, que les équations en p, 
(a -+-o[p)--l- p*p' — Rî=o, iro(a -f-ap) -f- P/op — K' = o aient une racine 
commune. L'élimination de p entre ces deux équations donne 

— •?.aa(axo— K^)(oiXo-h p^o) ■+- («*— R*) (aj:o-+- P^o)* = ^' 

Si l'on regarde a et p comme des coordonnées courantes, cette équation 
représente le faisceau des parallèles à AP et AQ menées par l'origine ; pour 
que AP et AQ soient rectangulaires, il faut et il suffit que la somme des coef- 
ficients de a* et p* soit nulle, c'est-à-dire 

— aRHa:ro-R*)H-(a*- R»)(a2xo-+- P*7o) = o. 

On a ainsi trouvé l'équation du lieu, qui est, en remplaçant Xq, y^ par des 
coordonnées courantes, 

(aî— R«)(a:»-*-j^î) — 2flR*a:-f-2R*=o. 

Ce lieu est un cercle. 



Remarque. — Nous avons procédé dans cet exemple autrement que dans 



ao8 
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les exemples précédents; la marche régulière eût été celle-ci : Mener par le 
point A deux droites rectangulaires définies par les équations 

y — m{x — a) = o, mj^ -h a? -- a = o. 

Chacune de ces droites coupe le cercle en deux points, ce qui donne quatre 
cordes correspondant à chaque valeur de m. Les coordonnées de l'un des 
points d'intersection de la première sécante, par exemple, avec le cercle, étant 
calculées, puis de même celles de Tun des points d'intersection du cercle et de 
la seconde sécante; on pourra former l'équation de la droite joignant ces 
deux points; cette équation sera irrationnelle, elle contiendra deux radicaux 
affectés chacun d'un double signe. Cela fait, en identifiant l'équation ainsi ob- 
tenue avec celle de la polaire d'un point (^oi^o)? on obtiendra deux équations 
entre /n, âro^ J^o et il restera à éliminer m entre ces deux équations. On voit 
combien il est souvent utile de chercher une méthode particulière au pro— 
blême proposé pour en obtenir simplement la solution. 

260. Voici un exemple d'artifice dispensant de tout calcul pour obtenir un 
lieu géométrique. 

Étant donnés {Jig. 7I) a/i angle xOy et un point P par lequel on 

mène des sécantes Pk^Bi, PAsBt, 
Fig. «;4. PAjBj, ... rencontrant les côtés de 

r angle aux points Ai, Aj, Aj, ... 
'^^ et Bi, Bj, Ba, ...: on prend sur 

une droite Oj^i des points Ci, Gj, 
C3, . . . tels que 

OC, = OBi, OC,= OBi, .... 

Prouver que les droites Ai Ci, 
AtCs; AsC], ... sont concourantes 
et trouver le lieu de leur point 
de concours quand on suppose 
que 0^1 tourne autour du point O. 

Posons OXf, = ««j OB = b„=i OC^. Si l'on prend pour axes les côtés de 
l'angle donné, les droites issues de P ont pour équations 




oy 



X Y 
ai 61 



X y 
aj 6, 



X Y 

h ;- — I = o, 



Ces droites se coupent en un point P dont les coordonnées sont a, p. Si 
nous prenons pour axes les droites Oa? et Oy\ les mêmes équations repré- 
sentent les droites AiC|, A2C2, A3C3, .... Donc ces droites se coupent au 
point (a, p). 

Pour construire le point qui a pour coordonnées a, p dans le nouveau sys- 
tème, menons PR parallèle à Oy et RQ parallèle à O^i et enfin prenons 
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RQ = RP ; le point Q est le point cherché. Le point R étant fixe et la lon- 
gueur RQ invariable, le lieu du point Q est le cercle décrit de R comme centre 
avec RP pour rayon. 

261. La principale difficulté dans la résolution des problèmes de Géométrie 
analytique réside le plus souvent dans Vélimination des paramètres. Voici 
un exemple d'élimination ingénieuse, que nous empruntons à la Nouvelle 
Correspondance (t. I, p. 117) : 

Trouver le lieu décrit par le point de contact mutuel de deux cercles 
variables tangents à deux cercles fixes. 

Soient R, R' les rayons des cercles donnés, d la distance de leurs centres O, 
0', Taxe des x étant la droite 00' et l'axe des y la perpendiculaire à 00' 
menée par le point O. Nommons a, ^ les coordonnées du centre du cercle va- 
riable C, et p son rayon. Soient a', ^', p' les quantités analogues relatives au 
cercle G', enfin soient x^ y les coordonnées du point de contact M de G et G'. 
Nous aurons, en supposant les cercles deux à deux extérieurs l'un à l'autre, 

(I) a«+p't=(R + p)., 

(■2) (e;-a)«-hP« = (R'-4-p)«, 

(3) a'«+p'* = (R-+-p')î, 

(4) (rf_a')t^.p'« = (R'+p')î, 

(5) (a_a')« + (p-P')* = (p + p')«, 

X — a 

(6) -, = -S' 

Il s'agit d'éliminer a, p, a', ^', p, p' entre ces équations. 
Posons 

ir — a = pcos<p, j/- — p = psintp, a'— ar = p'cos<p, P'— j^ = p'sincp» 

les équations (5), (6), (7) seront vérifiées; quant aux autres équations, elles 
deviennent par ces substitutions 

x*-hy*— ap(a?cosçp -^ysim^) = R*-|- aRp, 
é^— -2^(3? — pcos<p) = (R'— R)(R'-+-R-h2p), 

arî_^j^î_l_ 3p'(a7Cosçp -h^ sin<p) = R'-+-2Rp', 
rf*— 2d{x ■+■ p'cosç) = (R'— R) (R'-h R -+- 2p'). . 

Entre ces quatre équations, combinées deux à deux, éliminons p et p'; on 
NiEWENOLOWSKi. — G. an., I. i4 
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trouve 

(a7«H-7« — R*)(R'— R — ûfcoso)===((f*--2t/j?-hR«--R'«)(R-Ha7COS<p-+-7'sin©), 
(j?*H-j^«— R«)(R'—R + rfcos(p) = (rf* — 2é/a7-HR»— R'*)(R— arcos'p— jsino). 

Ajoutant membre à membre, 

(R'— R)(a?«-+-^«— R») = R(rf>— 2rfj7-^ Rî— R'«), 
ou enfin 

• R a r» Tx f R t. 

iPi-h^J— a-j^j— -^, ar-hRR'-f- ^ZZW ' 

Le lieu est donc un cercle dont le centre est le centre de similitude di- 
recte S des deux cercles O, O'. On vérifie que le rayon est moyen proportion- 
nel entre les distances de S aux deux cercles donnés. 

Cette solution est due à M. E. Catalan. 

Remarque, — Le choix des axes joue naturellement un grand rôle dans la 
résolution des problèmes. On peut arriver à la solution du problème précé- 
dent en prenant pour origine un centre de similitude des deux cercles, l'axe 
des X étant la ligne des centres et les axes étant rectangulaires. 

Les cercles donnés ont pour équations 

( <r — a)«-+-^« = R«, {X — a')*-+-7* = R'*, 

avec les conditions a' = ka, R'= ^R. 

Soient a, p les coordonnées du centre et p le rayon d'un cercle C tangent 
aux deux premiers; a', ^', p' les quantités analogues relatives à un cercle C. 
tangent aux deux premiers cercles et au cercle C. 

Nous avons 

(i) (a— «)«-hP« =(R-t-p)«, 

(2) (a— a')'-^P* =(R'-^-p)*, 

(3) (a'-a)«-hP'« = (RH-p')«, 

(4) (a'-a')«+P'«=(R'4-p')«. 

Enfin, si x, y sont les coordonnées du point de contact des cercles C, C, 
(5) 

(6) 

les contacts étant supposés extérieurs. 
Les équations (i) et (2) développées donnent 

a*-4- p* — p' = 2aa -h R* -+- aRp — a*, 
a«-4- p«— p*= 2a'a -+- R'«4- aR'p — a'*, 



X = 


ap'-ha'p 


P?'+ P'p 


ip+p' ' 
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d'où Ton tire, en ajoutant membre à membre, après avoir multiplié par k 
et — I, 

(a«-t-p«— p2)(A: — i) = A-R«— A:«R»-hA:*a«— A:a« = A-(X: — i)(a»— R*), 

d'où 

aJ-+-pî— pî = A-(a2— R«). 

En traitant de la même façon les équations (3) et (4), on trouvera 

a'2-+- p'2~ p'2 = X-(a2— R«). 
Les équations des cercles C, G' sont donc de la forme 

x^-\- y^ — "^31 X — ol^ y -\- k{a'^ — R« ) = o, 
x'i-j^yi—'Xfj.'x — i^'y-^k^a'^^ R>) = o. 

Mais les coordonnées x,y du point de contact vérifiant ces deux équations, 
on a aussi 

(ar«-t-^«) (p-h p') — -^arCap'-i- a'p) - 27(pp'-i- P'p) H- A-(a«— A-*)(p -h p') = o, 

ou, en vertu des équations (5) et (6), 

x'^-^y^— k(u^— Rî) = o. 

Le lieu cherché est donc un cercle ayant pour centre le centre de similitude 
directe des deux cercles fixes. 

L'axe radical des cercles variables G, G' a pour équation 

(a'— a)^-HO'-?)7 = o; 

il passe par l'origine. Ges résultats sont évidents géométriquement. 

262. Il peut arriver, quand on cherche à éliminer un paramètre entre deu!i 
équations, que l'on parvienne à une équation indépendante du paramètre et 
qui soit une conséquence des deux équations proposées; il importe de ne pas 
oublier qu'une équation ainsi obtenue n'est pas nécessairement la résultante 
des équations proposées. 

Voici un exemple. Il s'agit d'éliminer m entre les deux équations 



1 — m 



2 



(i) y-l-ma7-f-(/na — B; ; = o, 

(a) my — a?-h(aH-/np) r = o. 

Ces équations se présentent dans un problème donné aux examens de l'École 
Polytechnique (année 1887). Posons m = tangcp; les équations deviennent 

(3) arsinç-t-^ cos ^ = cos a 9 O cos 9 — a sin cp ), 

(4) iTCOs© — ^sin 9 = cosaçCP sin 9 -+- acoso). 
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Faisons la somme des carrés 

(5) a?*-+-^* = (a*-f- p*)cos'2«p. 
Les équations (3) et (4) donnent 

(6) ar = (Psin2(p-l- acos2^)cos2«, 

(7) ^ = (Pcos29 — asinaç) cosacp; 



on en tire 

ou 
(8) 



^ __ P cos 2 cp — a sin 2 cp 
X ~~ acos2(p -H P sin2^ 



008*2^ _ Sin2Q 



7.x^^y ^x^^y rh v^iT^rpi /Jllir^i 



Tirant de cette équation cos2(p et portant sa valeur dans l'équation (5), on 
trouve 

équation qui représente deux cercles. Mais la méthode que Ton vient de 
suivre n'est pas correcte. L'équation (5) est une conséquence des équations 
(3) et (4)7 mais si Ton avait remplacé ces équations par les suivantes 

(3/ a^sinçp -i-j^cos«p =— (P cos^ — asin^)cos2<p, 

(4)' rrcosçp — j/'sinç = — (p sinç -4- acosçp) cos2ç, 

on aurait obtenu encore les équations (5) et (8), et par suite on a introduit 
des solutions étrangères. Or, en se servant des équations (6) et (7), qui sont 
équivalentes aux équations (3) et (4)) on obtient 

^y -hax = (a'-H p*)cos*2çp = x^-^y^; 

le lieu est donc le cercle représenté par l'équation 

/pi 4-^1 — aa? — j3^ = o. 

263. Soit encore à éliminer l'angle ^ entre les équations 

P cos^ H- Q sinipH- R = o, P'cosç -4- Q'sin^ -+- R'=: o. 

Il y a deux cas à distinguer : 1° PQ'— QP'^z^o. Dans ce cas, en résolvant 
par rapport à sin^ et cosf et portant dans la relation fondamentale 

sin*ç -h cos'^ = 1, 
on obtient l'équation du lieu cherché sous la forme 

(QR'-_ RQ')«-H (RP'__ pR')ï = (PQ'— QP')î. 

2" PQ' — QP' = o. Pour que les équations proposées soient compatibles, il 
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faut qu'elles se réduisent à une seule; donc on doit avoir 

PR'— RP' = o et QR'-RQ' = o. 

Ces deux équations se réduisent à une seule, puisque, si Ton regarde R et R' 
comme des inconnues, le déterminant des coefficients de ces inconnues dans 
les deux dernières équations est nul. Le lieu sera, dans ce cas, représenté par 
l'une ou l'autre des équations précédentes; mais, en général, les points réels 
du lieu n'occuperont qu'une partie de la courbe représentée par l'équation 
PR' — RP'=o; en effet, pour que la première des équations données déter- 
mine un angle ^ , il faut, comme on sait, que l'on ait 

R«<P«-4-Q«. 

On ne devra donc conserver que les points de la courbe obtenue, dont les 
coordonnées vérifient cette inégalité. 
Considérons, par exemple, les droites représentées par les équations 

{x — a)cos5p -4-^sin<p — R = o, ^cos^ — (a? -f-a)sin(p — R' = o. 

Ce sont deux droites rectangulaires tangentes à deux cercles fixes de rayons 
R, R'. 
Le lieu du point commun à ces tangentes a pour équation 

(a7*H-7»— a«)« = (R':r — R j' — R'a)^-t- (Rj; -h R> 4- Ra)«. 

Remarquons que les droites représentées par 

R'x — R^ — K'a = o, Rar -f- R> -h Ra = o 

sont rectangulaires; le second membre est donc égal à 

(R«+ R'») [(:r-aro)«-4- (r-ro)'], 

â7o,>^o étant les coordonnées du point commun à ces deux droites; d'ailleurs 
xl -\-yl = a*. L'équation du lieu est donc 

elle représente une courbe du quatrième degré que nous étudierons plus tard, 
et dont la définition géométrique est facile, car si l'on désigne par P le point 
(^oj^o) et par M un point du lieu, la droite PM coupe le cercle décrit sur la 
ligne des centres des deux cercles donnés comme diamètre, en un second 
point Q, et l'équation du lieu exprime que 



PM .QM =(R«-+-R'«)PM ' 

d'Qii 

QIVI = /R»-hR'«. 

264. Enfin, considérons les droites représentées par les équations 
Aar-H B^ = A cos(p -H Bsincp, k! x h- h* y = A'coscp -h B'sin^p; 



f 
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ces droites se coupent évidemment au point 3? = coscp, y = sincp; le lie» de 
leur point d'intersection est donc le cercle x^-\-y^-=- 1. Mais, si Ton suppose 
AB' — BA'=o, les deuii équations se réduisent à une seule qui représente, 
quand q varie, une infinité de droites parallèles à une direction fixe. Cepen- 
dant tous les points du plan ne conviennent pas à la question, car ^ n'est 
réel que si(Aa7-+- Bj^)'< A'-+- B*, ce qui eiiige que le point (a?,^) soit com- 
pris entre les deux droites ayant pour équations 



kx -+- Bj — y/ \^ -4- Ji» = o et A ar + Bj -H v/ÂTVÏTî = o. 

On voit d'ailleurs que, dans le dernier cas, le problème ^e^ient à celui-ci : 
trouver la condition pour que la droite ayant pour équation kx ->r- By ^= h 
coupe en des points réels le cercle ayant pour équation x^-hy^ = i. 



EXERCICES. 

1. Par un point commun à deux cercles donnés, on mène une sécante : lieu 
du milieu de la corde commune. 

Plus généralement, lieu du point qui partage cette corde commune dans un 
rapport donné. 

2. Une corde d'un cercle est vue d'un point fixe A, pris dans son plan, 
sous un angle droit. Lieu du milieu de cette corde et lieu du pied de la per- 
pendiculaire abaissée du point A. Montrer directement que ces deux lieux sont 
identiques. 

3. Dans un triangle ABC, A et B restent fixes et C se déplace de façon que 
AC ±: BC = const. Lieu du point de rencontre des bissectrices des angles 
en C avec la perpendiculaire menée par B au côté BC. 

4. Etant donné un triangle, trouver le lieu du point M, tel que si Ton mène 
par ce point des parallèles aux côtés du triangle, la somme des rectangles des 
segments déterminés par le point M et les côtés du triangle sur chacune de ces 
parallèles soit constante. 

5. Dans un parallélogramme, on mène des cordes AB et CD parallèles aux 
côtés; lieu du point de concours des droites AD, BC ou AC, BD. 

6. Par l'un des points communs à deux cercles, on mène une corde com- 
mune PQ sur laquelle on construit un triangle PQM semblable à un triangle 
donné. Lieu du point M. 

7. Une corde AB comprise entre deux droites parallèles est vue d'un point 
fixe P sous un angle droit. Lieu du pied de la perpendiculaire abaissée de P 
sur AB. 

8. Étant donné un triangle ABC, on prend sur le côté BC des points D, K 



COURBES DU SECOND DEGRÉ. 21 5 

ïTr 

tels que = = k. et Ton mène des droites DD', EE' parallèles à une direc- 
EG 

tion fixe; D' et C étant les points de rencontre avec AB et AG. Trouver le 
lieu du point de rencontre des droites BE', GD' quand les points D et E se dé- 
placent, le rapport k demeurant constant. 

9. Les données étant les mêmes que dans le problème précédent, trouver le 
lieu du point de concours des droites DE', ED'. 

10. Généraliser le problème 7 en remplaçant les deux parallèles par deux 
droites concourantes. 



CHAPITRE VIII. 

GOURBES DU SEGOND DEGRÉ. 



Classiflcation des courbes du second deg^é. 

265. Avant de nous occuper de la classification des courbes du 
second degré, nous allons donner la définition et la détermination 
de la tangente en un point d'une courbe. Soit M un point apparte- 
nant à un arc de courbe {fig* 75) ^ et^ étant les coordonnées du 
point M et a: -h Aa:, y -\- Ay les coordon- 
nées d'un second point M' appartenant au ^'^' '^ 
même arc. Nous supposerons que l'ordon- 
née y soit une fonction bien déterminée 
de Xy pourvue d'une dérivée^, pour toutes 
les valeurs de x auxquelles correspondent 
les points de l'arc considéré. Puisque y est 
supposé fonction continue de x^ quand ^x 

tend vers zéro, il en est de même de A^et, par suite, le point M' 
s'approche indéfiniment de M, sans cesser d'appartenir à l'arc con- 
sidéré ; on dit, pour abréger, que M' est un point infiniment voisin 
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de M. Le coefficient angulaire de MM', c'est-à-dire ^> a pour 

limite y^. quand ^x tend vers zéro. Par conséquent, si l'on mène 
par le point M une droite MA ayant pour coefficient angulaire y j 
l'angle que la sécante MM' fait avec MA a pour limite zéro ; on dit 

que MA est la tangente en M. Si, au point M, -^ grandit indéfini- 
ment, la droite MM' tend à devenir parallèle à Qy et, par suite, si, 
pour le point M, y est infini, la tangente en ce point est parallèle 
à l'axe des^. En résumé, le coefficient angulaire de la tangente en 
un point M d'un arc de courbe est égal à la dérivée de l'ordonnée, 
prise par rapport à l'abscisse. 

266. Construction de la courbe représentée par V équation d 
coefficients réels 

(i) Aa:«-i-2Ba?^-hCj^»-H2Da?-t-2Ej^4-F = o. 

Supposons l'un des coefficients des carrés A ou C difi'érent de 
zéro. Soit, par exemple, C^^o. L'équation ordonnée par rapport 
ky peut s'écrire 

d'où l'on tire 

Il s'agit de savoir entre quelles limites on doit faire variera pour que 
l'ordonnée^y soit réelle. Le trinôme placé sous le radical a pour ex- 
pression 

T s (B«— AC)ar*-i- a(BE — CD)x 4- E»— GF; 

les coefficients de ce trinôme sont des mineurs du discriminant A du 
poljnome 

et, en vertu d'une propriété bien connue des déterminants adjoints, 
on a l'identité, facile d'ailleurs à vérifier directement : 

(BE - CD)« — (B« — AC;(E»— CF) =— CA. 
Le coefficient de x^ est d'ailleurs égal à — 8, puisque nous avons 
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posé AC — B^ = S. Nous sommes ainsi amenés à distinguer plu- 
sieurs cas. 

1*^ 8 >> o. Ce cas se subdivise en trois autres. 

(a) CA<;o. Les racines de l'équation T = o sont réelles et in- 
égales ; désignons-les par x' et a;" et soit, pour fixer les idées, x' < x". 

On peut poser 

T = — S(a7 — a?') (a? — a:^); 

soit 

on aura 

Ba?-f- E -. 
r = --^±|Y|. 

Pour que y soit réel, il faut et il suffit que Y le soit; par suite, x doit 
être compris entre x^ et x^. 

Remarquons maintenant que, si x croît de ^ à > le trinôme T 

croit depuis zéro jusqu'à un maximum égal à -^^ — 7 -; puis, quand 

X croît depuis — ; — - jusqu'à x^^ T décroît depuis son maximum 

jusqu'à zéro ; donc, dans les mêmes conditions | Y | croît depuis zéro 
jusqu'à un maximum déterminé et décroît ensuite jusqu'à zéro. 
D'après cela, construisons la droite AB (/ig- 76) ayant pour équation 

y = p — -> et construisons les segments OC = a:', OD = xf'^ 

puis menons par leurs extrémités les parallèles à Oy^ qui coupent 
la droite AB aux points C et D'. Il résulte de ce qui précède que 
la courbe est entièrement comprise entre GC et DD'. D'autre part, 
à chaque valeur de x comprise entre x^ et j/', correspondent deux 
valeurs de^ qu'on obtient en augmentant et diminuant l'ordonnée 

P — de la droite AB d'une longueur égale à | Y |, ce qui donne, 

pour chaque valeur de x, deux points M, M' situés sur une parallèle 
à l'axe des y et tels que le milieu de la corde MM' se trouve sur la 
droite AB. On obtient ainsi une courbe fermée {^g* 76). La 
droite AB, qui est, comme on vient de le voir, le lieu des milieux 
des cordes MM' parallèles à l'axe des^, se nomme le diamètre con- 
jugué à l^axe des y. 

Faisons un changement de coordonnées et prenons pour axes la 
droite AB et la parallèle à l'axe des y menée par le milieu de CD'; 



3l8 

Q élanl le milieu de MM', les coordonnées du point M, par exemple, 
seront iirQ = X, QM = Y. Or, si l'on pose 



Fig. 76. 



on peut remarquer qu il y a 
entre le segment wQ et sa 
projection HP sur l'axe Ox, 
faite parallèlemeni à l'axe 
des^', un rapport constant/', 
de sorte que 



Par cette substittilioi 



-/5(Ai_iïXij, 



en posante — x' ^ h. L'équation de la courbe rapportée à ces n 
veaux axes est donc 



. , h} ,, à A* 
en posant 0'= p, 0^^ -^■ 

Sous cette forme très simple de l'équation (a), on reconnaît qu'à 

deux valeurs égales et de signes contraires de X, correspondent les 

mêmes valenrs de Y, ce qui prouve que les cordes telles que MN, 

parallèles à uX, ont leur milieu sur uY; de même que, comme nous 

le savons déjà, le milieu d'une corde MM' parallèle à uY est sur uX. 

Par suite, chacune des droites wX, uY partage en deux parties 

égales les cordes qui sont parallèles à l'autre. Les quatre points 

M, M', N, N' qui correspondent à X = iiKJ et X'=;;JK = — Z^ 

sont les sommets d'un parallélogramme dont les diagonales se coupent 

au point w situé sur AB. Les points de la courbe, tels que M, N', sont 

donc deux à deux symétriques par rapport à u. Ce point est un 

centre. 



COURBES DU SECOND DEGRÉ. 2\g 

On peut remarquer encore que 



Y2=_(a2_X«), 



c'esl-à-dire 



qm' = ^ C'Q.QD'. 



Enfin, en remarquant que 



/>2 



a- 



on reconnaît que les tangentes en C et D' sont parallèles à l'axe 
des Y et que les tangentes en E et E' sont parallèles à Taxe des X. 

La courbe que nous avons tracëe se nomme ellipse. Nous verrons 
plus loin qu'elle ne diffère pas de la courbe que nous avons désignée 
déjà par le même nom. 

(b) A = o. Le trinôme T est carré parfait, x' = x^^ et, par suite. 

l'équation représente évidemment deux droites imaginaires conju- 
guées. C'est d'ailleurs ce que nous avons déjà établi. 

Remarque, — Supposons les coefficients de l'équation (i) tous 
constants à l'exception de F; donnons à F des valeurs telles que CA 
soit négatif, o étant toujours supposé positif; l'équation /(^, J^) = o 
représentera une série d'ellipses; la droite AB et le point w resteront 
invariables, toutes ces ellipses auront même centre ; si A devient nul, 
l'ellipse dégénère en deux droites imaginaires conjuguées; elle n'a 
plus qu'un seul point réel qui est le point (o. 

(c) CA >► o. Les racines de l'équation T = o sont imaginaires et 
le coefficient de x*^ dans le trinôme T est négatif; donc, quelle 
que soit la valeur réelle attribuée à x^ ce trinôme est négatif et, par 
suite, y est imaginaire; l'équation donnée ne représente plus rien 
de réel. On convient de dire qu'elle représente alors une ellipse 
imaginaire. Le point w est encore réel et, en prenant wX et o) Y pour 
axes, on pourra mettre Téquation sous la forme 

Xî Y« 

a* 6* 
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II convient de remarquer que, si S est positif, A et C sont nécessai* 
rement différents de zëro et ont le même signe. 

2° 3<o. 

Remarquons tout d'abord que, comme dans les cas précédents, la 
droite ÂB, ayant pour équation 

Br-f-E 

r = c— ' 

est le diamètre des cordes parallèles à Taxe des^. Cela étant, nous 
avons encore trois cas à considérer : 

(a) C A <; o. Les racines ^, x*^ du trinôme T sont réelles et iné- 
gales. 

Supposons x'<:; jt"; pour que y soit réel, il faut et il suffit que x 

soit compris entre — oo et j/ ou 



Fig- 77- 




dier ces branches avec plus de précision, posons 

T= — $:F«-+-aPx-hQ. 



entre x" et -h oo. La courbe 
n'aura donc aucun point com- 
pris entre les droites CC, DD' 
parallèles à Taxe des y et ayant 
respectivement pour équations 

x^=^ x' et x=- x^ {fis* 77 )• 
Lorsque x croît indéfiniment 
en valeur absolue, il en est de 
même de y et Ton en conclut 
que la courbe a des branches 
infinies. D'ailleurs, pour étu- 



Ayant égard à l'identité 






CA 

T' 



on voit que 



T= \x^- 



8 



P 1* CA 



Supposons que l'on donne à x des valeurs supérieures à x!'] dans 
ce cas, en remarquant que l'inégalité x > — ; — ou :c > ^ est véri- 
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fiée, et que, par suite, on a 

i — P 

a? /— -4- -r=^ > O, 

considérons la droite HK qui a pour équation 



B:r-f-E 



rii["^'-"7y 



y s, désignant, pour éviter toute confusion, l'ordonnée d'un point de 
cette droite. Revenant à la courbe qu'il s'agit de construire, consi- 
dérons la détermination de y donnée par la formule 

Bar-f-E I / — ;:— - 

On tire des formules précédentes 



^— /,= ï^i I /-3a7«-i-2Pa?-hQ- /^a?v/-8H---=j 



\ 

* 

ou 

_ CA 

1 8 



/— 8 

Quand ^r croît indéûniment par valeurs positives, le dénominateur 

— G A 

croît indéfiniment ; donc y — jKi tend vers zéro et a le signe de 



V 



c'est-à-dire le signe — . 
On peut arriver encore à ce résultat en remarquant que 

3 ayant pour limite zéro quand x grandit indéfiniment. 

D'après cela, ayant construit le diamètre ÂB et la droite HK, dont 
l'ordonnée^, est supérieure à l'ordonnée de AB qui correspond à une 

même valeur de x^ dès que l'on suppose x > ; donnons à x 

une valeur représentée par le segment OP et menons par l'extré- 
mité P de ce segment une parallèle à l'axe des y. Cela fait, à partir 
du point Q où cette parallèle rencontre AB, nous portons un seg- 
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ment QM et un segment QMi ajant respectivement pour valeurs 

QM = 7^. y/— oi^iP-T^TQ, 



QM.= |i-,[xv/-S^-^!l.j 



Il résulte de ce qui précède que le segment IVlMi est positif et tend 
vers zéro quand x grandit indéfiniment par valeurs positives; donc, 
la distance MU du point M à la droite HK. tend vers zéro. Pour celle 
raison, on dit que la droite HK. est asymptote à la branche que décrit 
le point M. 

On appelle, en effet, asymptote dUine branche injinle de 
courbe une droite telle que la distance d'un point M de la 
branche considérée à cette droite tende vers zéro quand le point M 
s'éloigne indéfiniment sur la courbe donnée. 

On verrait de la même façon que la droite HK est asymptote, du 
côté des X négatifs, à la branche de courbe définie par l'équation 



y 



Bx-+- I 



= ., rr-i V — "^-r*— -il -T- -r- Q. 



ICI 



Enfin la droite H'K' représentée par l'équation 

W .r -4- K I 



7= — 



.-^-^-T^y 



et qui coupe HK. au point co de la droite ÂB qui a pour abscisse - ou 

est asymptote aux deux autres branches infinies, ce qui est 

d'ailleurs évident en remarquant que, si l'on construit les points 
M' et M',, tels que Q soit le milieu commun de MM' et de M|M^, le 
point M' appartient à la courbe et M, à la droite H'K'. 

Si l'on prend pour axes la droite (oX, dirigée suivant o)B et coY 
parallèle àj^^, et que l'on fasse les mêmes calculs que pour l'ellipse, 
on obtiendra l'équation de la courbe rapportée à ces nouveaux axes. 

En premier lieu, si nous posons x = — ^ h ç, nous obtiendrons, 

en remarquant que \ est proportionnel à X, 



-8 



Y«=-^(^«X«-A«), 



ou 
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et, en posant j^ = «=, -^ = 6>% 



Dans ce système, les asymptotes ont pour équations 

Y=-X et Y=— -X. 
a a 

On volt que a=(i>D'. Les droites GC et DD' rencontrent les 
asymptotes en des points L, L', R, R' qui sont les sommets d'un 
parallélogramme dont les côtés ont pour longueurs 2a et 26. Les 
asymptotes sont les diagonales de ce parallélogramme. Les axes coX 
et (oY sont deux diamètres conjugués; to est le centre de la courbe. 
Cette courbe a reçu le nom d'hyperbole. 

(6) A = o. Dans ce cas, x'=x'^ et, par suite, 

r = j3 — "^^cT (^"'^)î 

l'équation (i) représente alors deux droites réelles. Supposons que 
le coefficient F de/(j:,y) soit seul variable et conservons les hypo- 
thèses S -< o, CA <^o. En donnant à F différentes valeurs, la courbe 
représentée par l'équation /{x, y)=z o sera toujours une hyperbole 
ayant pour asymptotes les droites HK et H'K.'. Soit F| la valeur qu'il 
faut attribuer à F pour que A = o; lorsque F devient égal à F4, la 
courbe se réduit à ses deux asymptotes. 

(c) CA]>o. Les racines du trinôme T sont alors imaginaires el, 

par suite, | Y | est toujours réel 5 si x varie de — 00 à 4- 00, le trinôme T 

P . 
décroît de 4- 00 à un minimum qu'il atteint quand x =•■ jy puis croît 

ensuite jusqu'à +00. Il en résulte que la courbe représentée par 
l'équation /(a:,^) = o a encore des branches infinies. Si l'on sup- 
pose que F varie seul et prenne des valeurs telles que GA, d'abord 
négatif, devienne positif, on verra, par le même calcul que plus haut, 
que les droites HK et H'K' sont encore des asymptotes; mais le 
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sig^ne de^ — y\ ayant changé, les arcs infinis ne seront plus situés 
dans les mêmes angles formés par les asymptotes considérés plas 

haat, mais dans les deux autres. 



Fig. 78. 




On obtient ainsi la courbe repré- 
sentée par \^fig* 78. 

En faisant les mêmes calculs 
que plus haut et en prenant pour 
axes la droite AB et la parallèle à 
l'axe des y menée par w, l'équa- 
tion de la courbe aura , dans ce 
cas, la forme suivante : 



X* 

a* 



X! 






b^ est précisément le minimum de Y'; les asymptotes sont toujours 
les diagonales du parallélogramme R, L, R', \J construit comme plus 
haut. La courbe a donc la même forme, sinon la même position par 
rapport aux axes, que dans le cas précédent; on lui donne encore le 
nom ai hyperbole, 

3** 8 = 0. Le trinôme T se réduit à un binôme du premier degré 

T = 2Pa?-4-Q =aP(a? — a) 

en posant a = —• D'ailleurs, dans ce cas, CA= — P^. Soit 

d'abord P > o. Alors, pour que^ soit réel, il faut supposer x^a et, 
par suite, si l'on construit la droite CD ayant pour équation a: =a, 

la courbe n'aura de points que 
*^'6- 79- d'un côté de cette droite, du côté 

des X positifs. Quand x croit de a 

à -1- 00, I Y I croît de o à + 00. La 

droite AB est toujours le diamètre 

conjugué à l'axe des y. La courbe 

a donc deux arcs infinis partant 

de D situés sur AB et s'étendant 

du côté des x positifs et de part et 

d'autre de AB; on obtient ainsi la courbe représentée par \dijig, 79. 

En D, la tangente est parallèle à l'axe des^. 

En prenant pour axes DX, dirigé suivant AB et DY parallèle 
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àyy, l'équation sera de la forme 

comme od s'en assure aisément. 

Si Ton suppose P <^ o, on devra prendre ^^ a ; on aura une courbe 
ayant encore la même formç, mais tour- 
née en sens contraire {Jig* 80). 

Enfin si P=o, c'est-à-dire si A = o, 
Téquation se réduit à 

elle représente deux droites parallèles à 

ÂB et équidistantes de AB; réelles ou 

imaginaires ou confondues avec ÂB , suivant que Ton suppose 

F>'— GF>o, <oou =0. 

Remarque, — En supposant C 7^ o, on voit que Féquation 
donnée peut se mettre sous la forme 

(C^-4-Bx-t-E)*-i-o/T— ^V-h ^ =0, 

si 8 ^ o ; et quand 5 = o 

(C^ -t- Ba? -4- E)«— (2 Pa? -+- Q) = o. 

Cas où G = (>. 

Si l'on suppose G = o, on peut, si A est différent de zéro, discuter 
Téquation du second degré en x^ en prenant^ comme variable indé- 
pendante. Il convient seulement de remarquer que S se réduit 
à — B* er, par conséquent, on ne trouvera plus à^ellipse, mais seu- 
lement une hyperbole ou une parabole. Mais, si A = o et G = o, la 
méthode ne convient plus. Nous allons montrer que l'on obtient 
encore des courbes du même genre que celles que nous avons obte- 
nues dans les cas précédents. 

I® B^o. Remarquons que l'équation (i) est alors du premier 
degré en^ et peut être mise sous la forme 

_^ Aar«-h2Djr-+- F 

^ " 2(BiF-HE> ' 

NiBWBMOLOWSKi. — G,an.f\. i5 
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Efiecluons la division; on obtient 



— ( Aa?«-f- a Do? -h F) = a(Ba: -h E) (mar -h A) -h R, 



R désignant le reste. Or, 



«-m; 



DE ^ 
2-3 +F 






et par suite, en posant a = 



_ 5 Y— ^ 

B' •2B»(2? — a) 



^ = mx -+- A -+- Y. 

Construisons (^îg". 81) les droites AB et CD représentées par les 

équations 
Fig. 81. 

y = rnx -h h et x = a, 

et supposons, pour (ixer les idées, 
^ > o. A chaque valeur de x corres- 
pond une valeur de jr qui est égale à 
l'ordonnée de AB augmentée de Y; 
donc les points qui correspondent a 
j: > a seront situés par rapport à AB 
du côté des^ positifs, et ceux qui cor- 
respondent k X <Za seront du côté 
des y négatifs. Remarquons enfin que, si x croît de — 00 à «, Y dé- 
croît de o à — 00; si a: croît de a à -h 00, Y décroît de 4- 00 à o; on 
obtient donc deux branches infinies asymptotes à AB et à CD. En 

effet, soit x = OP, de sorte que y = PM = PQ + QM soit l'ordon- 
née correspondante et supposons OP > OC. Si Ton suppose que CP 

tende vers zéro, QM grandit indéfiniment. La parallèle à AB menée 
par M rencontre CD en un point R ; MR tendant vers zéro, le point M 

s'approche indéfiniment de la droite CD. Si, au contraire, OP gran- 
dit indéfiniment, QM tend vers zéro et, par suite, M s^approche in- 
définiment de AB. On fera un raisonnement analogue pour les 
points situés de l'autre côté de la droite CD. 
La courbe obtenue a donc la même forme eue celle que nous avons 
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trouvée en supposant 8<o, C^z^o; c'est encore une hyperbole. 
Si A = o, le reste R étant nul, on a identiquement 

— (Ajr*-haDj?+F) = 2(Ba7-h E)(ma?H-A), 
et, par conséquent, Téquation proposée est de la forme 

(sBar + E) {y — mx — h) = o. 

En supposant que F varie seul de façon que A devienne nul, on 
voit que la courbe se réduira à ses deux asymptotes. 

Lorsque A = o, on a A = o et m = — r^ ^^^ asymptotes sont pa- 
rallèles aux deux axes de coordonnées et représentées par les équa- 
tions 

Ba7-i-E = o, By -\-\y =0, 

ao C = o, B = o. 
L'équation se réduit alors à 

Aa?*^- 2Da7 H- aE^ -h F = o. 

Dans ce cas A = — AE^. Supposons A^ o, A ^ o. L'équation pi;^- 
cédente peut s'écrire 



et, en posant 



/ I>\* p/ AF-D»\ 



D -, AF-D* „ 



on obtient 

AX«-+-2EY = o. 

C'est la forme trouvée dans l'hypothèse o = o, C 7:^ o. La courbe 
est donc encore une parabole. 

Si l'on suppose A = o, l'équation se réduit à 

Aa:*-t-2Da7-h F = o, 
et représente deux droites parallèles à l'axe des r. 
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En résumé^ nous pouvons faire le Tableau suivant : 

/ — G A > o, ellipse réelle. 
> o. < A = o, deux droites imaginaires coDJuguées, concourant en un point réel. 

( — CA < o, ellipse imaginaire. 

( A ^ o, hyperbole. 

( A = o, deux droites réelles concourantes. 

A ^ o, parabole. 

/ E«— CF>o D«— AF>o, réelles et distinci es. 

deux droites * E* — GF = o ou D* — AF = o, confondues. 

parallèles, 1 _ ^_ _ ^_ (imaginaires ronju- 

'E«— GF<o D«— AF<o, I ^ ^ 

guées. 



a = o. 



A = O) 



267. Remarques, — Nous avons trouvé que Thyperbole a deux asymptotes; 
nous verrons plus loin qu'elle n'en a pas d'autres. 

La parabole n'a pas d'asymptotes. En effet, nous avons ramené l'équation 
de la parabole à la forme Y* — 2/>X = o. 

Une parallèle à l'axe des X, ayant pour équation Y = a, coupe la courbe 
en un seul point à distance finie et la distance d'un point de la courbe à cette 
droite grandit indéfiniment quand M s'éloigne à l'infini. 

Soit maintenant X = aY4-6 l'équation d'une droite non parallèle à l'axe 
des X. La distance d'un point X, Y de la parabole à cette droite a pour 
expression 

(^^a\ — b\ sine 
/i -h a*-haacos6 

elle grandit indéfiniment avec Y, quel que soit a. Donc la parabole n'a pas 
d'asymptote. 

268. Équation du faisceau des asymptotes d'une hyperbole, — Si 
l'équation y (â7,j^) = o représente une hyperbole, nous avons vu que, en fai- 
sant varier le terme constant seul, les asymptotes ne changent pas et, de 
plus, si l'on donne à F une valeur Ff telle que A = o, l'équation 

Aa7*-h ihxy-\-Qy^-^ aDa?-4-2E^ -♦- Fi = o 
sera précisément l'équation des deux asymptotes. Il en résulte que 

sera l'équation cherchée si l'on détermine h de façon que le discriminant de 
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/(^» ^» -«) -*- ^*^ soit nul, c'est-à-dire si 

A B D 



229 



d'où l'on tire 



B G E 

D E F-f-A 



. A 

A=— ^; 





= o. 



l'équation du faisceau des asymptotes de l'hyperbole représentée par l'équation 
du second degré/(a?, ^)= o est donc 

/(■^,r)— 3 =0. 

On voit que les parallèles aux asymptotes menées par l'origine sont définies 
par l'équation 

Aar*-j- ^Bxy -h 0^^'= o. 



Application de la théorie des formes quadratiques à la classlQcation 
des coniques et à la réduction de l'équation du second degré. 

269. Nous posons 

o (x, y) = Aa:'-*- ^Bxy -k- C^', 

et nous appelons, comme plus haut, A et 8 les discriminants des formes / ei <p ; 
enfin nous supposons les coefficients réels. 

Premier cas ; ^ ^ o. — Dans ce cas, <p(^)^) est la somme algébrique de 
deux carrés distincts. Posons, d'une manière générale, 



Ê =3: I 



e =ie: I. 



Les deux polynômes ax + ^y et ol'x + ^'x étant indépendants, nous pose- 
rons (Ji = aS' — pa' ^ o. 

On sait que 6 = &e\ |x*. 

Je dis que l'on peut toujours déterminer trois constantes y, y'* ^i telles 
que 

Il faut et il suffit, pour qu'il en soit ainsi, que 

e.aY-+-6'.a'Y'= D, «.py + e'-P'ï' = E, eY«-f-6Y'-H F,= F. 

Les deux premières équations, dont le déterminant, égal à ee'p, est différent 
de zéro, déterminent Y ^^ Ti ^^ troisième donnera Fi. 



tl3o GHAPITRB VIII. 

Au moyen de la substitution 

aar -+- p^ -h Y-s = X, a'ar -f- ^'y + y'z = Y, 
dont le module est égal à (i, on obtient Tidentité 

/(a-, y, z) s eX« -+- e' Y* -+- F, Z« 

A = ee'F,|i«=5F,, 



^ = Z. 



et, par suite, 
ce qui donne 



^-1 



On obtient d'ailleurs ce résultat en remarquant que 
et que^ par suite, le discriminant du premier membre devant être nul, on a 



A B D 
B C E 
D E F — F, 



= o. 



Nous avons ainsi obtenu l'identité 



/(J',7,5) = 6X«4-£'Y«-+-|Z«, 



de sorte que, en posant ^ = Z = i, il vient 

/(x,j.)^.eXîh-e'Yî-4- 



V 



Xi et Y] étant deux polynômes linéaires distincts en :r et ^; par suite, les 
équations Xi = o, Yf = o représentent deux droites concourantes. Cela étant, 
nous subdiviserons le premier cas en plusieurs autres. 

i^ 8 > o. La fonction ^(ar, ^) est la somme de deux carrés de même signe, 
autrement dit, e = e'. D'ailleurs A = e(a*-h a'*), C = e(P*-h P'*); par suite , 
6, A et G ont le même signe. Il faut encore distinguer plusieurs cas. 

(a) GA < o. Alors A et e ont des signes contraires; on peut donc poser 

h désignant une constante réelle, et, par suite, 

f(x, y) ^ e(XÎ + Yî - A') = eA« [(j)*-^ (x)'- '] • 

X Y 

et si enfin on pose -jî = P, ~ = Q, l'équation /(a?, ^) = o se trouve rame- 
née à la forme 

P*-f-Q« — 1 = 0. 
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( 6 ) A = o. L'équation se ramène à la forme 

(c) C A > o. Nous poserons alors ^^ = e/i* et nous obtiendrons Téqualion 

P»-hQ»-f-i = o. 

fl 

s"" 8 < o. Dans ce cas, t et e' ont des signes contraires. Donc l'équation 
prendra la forme 

si tky^Oj et la forme 

P«— Q* = o, 
si A = o. 

Second cas : 8 = o — Le polynôme ^{x, y) est un carré parfait, et, par 

suite, 

f{x,y) =^t{'XT -\- p^)*-4- 2Dar-f-2Ex-4-F. 

Or on a, dans ce cas, 

A = s(aE~-pD)«, 

et, par suite, il faut faire plusieurs hypothèses. 

(a) A ?^ o. Les polynômes ax->t-^y et aDar + aE/-}-F sont distincts ; 
réquation donnée est donc de la forme 

P«-Q = o, 

P = o et Q = o représentant deux droites distinctes- 

(6) A = o. Alors, \yx-\-^y = f^i^oLX -\- pj^), y étant une constante; Téqua- 
tion a donc la forme 

A^» r) " s(«^ -^- Pr -+- ï)'-+- Fl = o. 

Supposons a ^ o et, par suite, A ^ o. On a identiquement 

Aar'-h aDa^-h F == e(aa:-f- y)'-*" ^i^ 

ce qui montre que AF — D' a le signe de eFi. 
Donc : 

i" AF — D* > o. Dans ce cas, on peut poser Fi = eA*. 
a" AF — D* < o. On posera Fi = — e A*. 
3» AF — D« = o. On a F, = o. 

Si enfin on pose — '■ ~ = P, l'équation prendra respectivement les 

formes P*-h i = o, P* — i = o, P* = o. 

En résumé, l'équation /(;r, ^) = o peut prendre les formes indiquées dans ' 
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le Tableau suivant ; 

CA<o p«4-Qi_, = o, 

8 > o { C A > o P«-f- Q«H- I = o, 



8<o 



8 = 



A=o P«-f-Q« =o; 

A^o pi— Qi— i = o, 
A = o P»— Q« =o; 

A^o P«— tiQ =o, 

ID«~ AF>o 
D»— AF<o 
^ D«-AF = o P« :-o. (9) 





(0 




(a) 




(3) 




(4) 




(5) 




(6) 


P«- 1 -0, 


(7) 


P'-l- 1 - 0, 


(8) 



â70. Gela posé, soient 

P = aa? -h Pj' -h Y, Q = a'or H- P'7 ■+- y' 

deu\ polynômes distincts. Prenons pour axes les droites défînies par les 
équations P = o, Q = o. l^es formules de transformation étant linéaires, si 
l'on désigne par X, Y les nouvelles coordonnées, on obtiendra identiquement 

p^/X-4-mY-f-/i. 

Mais, si l'on suppose que l'équation P = o représente le nouvel axe des y^ 
l'équation X = o devant représenter la même droite que P = o, ou, ce qui re- 
vient au même, que /X-f-mY-+-/i = o, on a /n = n = o et, par suite, 
P s /X; on trouvera de même Q s» /'Y. 

271. Il est évident que l'équation P*-i- Q*-i- 1 = o n'a aucune solution 
réelle; l'équation (3) représente deux droites imaginaires conjuguées. L'é- 
quation (5) représente deux droites concourantes réelles; l'équation (7), 
deux droites parallèles réelles; l'équation (8), deux droites parallèles imagi- 
naires, et enfîn l'équation (9) deux droites confondues en une seule. 

Occupons-nous de l'équation (i). En prenant pour axes de coordonnées les 
droites P = o, Q = o, nous poserons 

\ Y 

P=T. Q=r 



a 
ce qui donne l'équation 



h' 
X« Y» 



aî ' h^ ~^' 



En discutant cette équation, comme on Ta déjà fait plus haut, on voit 
ou'elle représente une courbe fermée; c'est une ellipse, 

Nous dirons que l'équation (2) représente une ellipse imaginaire. L'équa- 
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lion (4) se ramène à la forme 

X* _ Y2 ^ 

ai ^>« "" '» 

elle représente une hyperbole. 
L'équation (6) peut se ramener à la forme 

elle représente une parabole. 
On retrouve les conclusions déjà obtenues. 

272. Remarque. — On peut déterminer autrement la forme de la courbe 
représentée par l'une quelconque des équations précédentes. Pour cela, re- 
marquons d'abord que P = o étant l'équation d'une droite donnée, les équa- 
tions P = AetP = — /i définissent deux, droites parallèles et équidistantes de 
la première. Si h varie deoà-*-», P — h = o représente une droite variable 
qui reste constamment parallèle à la première, mais s'en éloigne indéfini- 
ment. 

Cela étant, soit à construire la courbe définie par l'équation 

P»H-Qï= 1. 

En écrivant 

Pî=i-Qt, 

on voit que Q doit rester compris entre -h i et — i; donc la courbe est entiè- 
rement comprise entre les deu\ droites ayant pour équations 

Q = [ et Q = — I, 
et aussi entre les droites ayant pour équations 

P = i, P=~i; 

elle est donc tout entière à l'intérieur du parallélogramme formé par ces 
quatre droites. A chaque valeur de Q comprise entre — i et -f- 1 corres- 
pondent deux points situés à l'intersection des droites représentées par les 
équations 

Q = A, P^:}-^7^/t^ (_,<A<i). 

On en conclut que les droites P rr: o, Q = o sont deux diamètres conjugués. 
Si A = o, P = dt I et si /t croît de o à i la valeur absolue de P décroît de i 
à o; on retrouve ainsi évidemment la forme déjà obtenue. 

L'équation P* = Q montre que Q ne doit prendre que des valeurs positives; 
donc la courbe est tout entière d'un même côté de la droite Q = o. 
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EXERCICES. 

Construire les courbes représentées par les équations suivantes : 

1- 5a:* — 4^^-^ y^-^ ^x— jr =0, 

2. 3a7* — ^ory-i- jr*-h %x — y = o, 

3. Sx* — ixy -i- ^*-+- i5t — 6^ + 7 = 0, 

4. aar' — 7xy-^^y* — ga" -1- 7^ •+■ 4 = o, 

5. 4aj.«_-. i2a;j^-f. 9j»H- 4 a: — 5j^ M- 3 = o, 

6. 4^' — lîî^J'-'- 97' — 8a? -+-12^ — 7=0. 

7. Discuter la nature de la conique représentée par Téquation 

(a — 1)57' -h 2pa^ — («-H ^)y^-^ 2aa:H- 2 3j^ — (a H- I ) — o, 
a et p désignant les coordonnées d'un point M variable dans ce plan. 

8. On donne dans un plan un angle ROR', un point A sur la bissectrice Ox 
de cet angle et deux points fixes B, B' symétriques par rapport à O2*. 

On mène par le point A une droite quelconque qui rencontre OR en G et 
OR' en G'; on mène les droites BG, B'G' qui se coupent en M. Lieu de M quand 
la droite GAG' tourne autour de A. On discutera le lieu en laissant fixes les 
droites OR, OR' et le point A, et en déplaçant B et, par suite, B'. On indi- 
quera dans quelle région doit être le point B pour que le lieu soit une ellipse, 
une hyperbole, une parabole ou l'une de leurs variétés (École Gentrale, 
1876). 

9. Par les extrémités d'une corde AB inscrite dans un cercle, on mène des 
parallèles à des directions données. Lieu de leur point de rencontre : i** quand 
la corde AB a une direction fixe; 2° quand elle a une longueur constante. 

10. Un polygone de n -f- 1 côtés varie de manière que n de ses sommets 
restent constamment sur une circonférence donnée et que ses côtés soient 
respectivement parallèles à des directions fixes. Trouver le lieu du («4-1)'"^ 
sommet. 

Directions asymptotiques d'une courbe algébrique. 
273. Soit 

Téquation d'une courbe algébrique G. Soient Xq^ yo les coordonnées 



j 
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d'un point A et a, p celles d'un point D; nous savons que les for- 
mules 

(2) X=zXo-h(Xp, ^=^o+Pp 

représentent les coordonnées d'un point M situé sur la droite AB, 
parallèle à OD; ce point sera l'un des points d'intersection de la 
courbe C et de la sécante AB, si l'on remplace p par l'une quel- 
conque des racines de l'équation 

ou, en développant, 

(3) p'»Tm(a,P)-Hp--»[^o^-+-ro-Jp--^?— »(«'?)] -^••• = ^- 

Pour que le point M soit à distance finie, il faut et il suffit que p 
ait une valeur finie; au contraire, si la valeur de p grandit indéfini- 
ment, l'un au moins des paramètres a ou p, étant différent de zéro, 
l'une au moins des coordonnées de M grandit indéfiniment et, par 
suite, le point M s'éloigne indéfiniment du point A. Cela étant, 
pour que l'équation (3) ait une racine infinie, il faut et il suffit que 
?/n(aj p) = o, c'est-à-dire que la sécante AB soit parallèle à l'une 
quelconque des droites du faisceau ayant pour équation 

(4) ?vt(a?,^) = o. 

L'équation (4) représente m droites passant par l'origine, réelles 
ou imaginaires, distinctes ou non. Si, par un point quelconque A, 
on mène une sécante parallèle à l'une quelconque de ces droites, 
cette sécante ne coupera la courbe C qu'en m — i points, au plus, à 
distance finie; tandis qu'une sécante qui n'est parallèle à aucune de 
ces droites rencontre C en m points situés tous à distance finie 
de A. 

Les directions singulières, définies par l'équation (4), ont reçu le 
nom de directions asympto tiques. Toute courbe algébrique de de- 
gré m possède m directions asymptotiques; on obtient l'équation 
du faisceau des directions asjmptotiques en égalant à zéro l'en- 
semble homogène des termes du plus haut degré de l'équation de la 
courbe. 

Considérons une solution simple a, p de l'équation (4)) c'est-à-dire une so« 
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lution telle que les dérivées -^ y -^ ne soient pas nulles toutes les deux , 

dst dp 

réquation 

représente une droite A déterminée et parallèle à la direction (a* P), car 

Si le point A est sur cette droite, la parallèle à la direction (<z, p) menée 
par A sera la droite À elle-même; Téquation (3) sera au plus du degré m, — ri, 
et, par suite, la droite A coupe la courbe G au plus en m — 2 points à distance 
flnie. 

Considérons une droite A' infiniment voisine de A; cette droite A' coupe 
la courbe G en m — i points à distance finie; lorsque A' coïncide avec A, le 
nombre des points d'intersection à distance finie diminue encore, au moins 
d'une unité; cela revient à dire qu'un point M de la courbe G disparait à l'in- 
fini; la distance de M à la droite A, égale à la distance des droites A et A', 
tend vers zéro; la droite A est donc une asymptote, Gette remarque justifie 
le nom de directions as/ntptotigues donné aux directions singulières définies 
par l'équation (4). 

274. Application aux courbes du second degré. — Considérons 
en particulier une courbe du second degré représentée par l'équa- 
tion 

A 07* -f - a B j*/ H- Cy^ -+- 2 D a? -h 2 Ey -h F = o. 

Le faisceau des directions asymptotiques est défini par Téqua- 

tion 

Ax^-h 'iBxy-h Cj* — o, 

qui représente deux droites, dont la nature est caractérisée par le 
signe de l'invariant AC — B*. Il y a trois cas à distinguer : 

1° 8 >> o (genre ellipse) : Les directions asymptotiques sont ima- 
ginaires conjuguées. 

2** S < o (genre hyperbole) : Deux directions asymptotiques, 
réelles et distinctes. Ces directions sont celles des asymptotes. 

3** 8 = (genre parabole) : Deux directions asymptotiques con- 
fondues. Si A^ o, la direction asymptotique est définie par l'équa- 
tion Ax -h By = o; quand C 7^ o, on peut la définir par l'équation 
Bj:H- Cy = o. 

Réciproquement, si l'on connaît la nature des directions asym- 
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ptotiques d'une courbe du second degré, on sait à quel genre elle 
appartient. 

Nombre des points communs à deux courbes algébriques. 
275. Soient 

les équations de deusc courbes algébriques de degrés m et p. Les 
coordonnées des points communs à ces deux courbes sont les solu- 
tions du système formé par leurs équations. 

En éliminant Tune des inconnues, x par exemple, entre les équa- 
tions (i), on obtient une équation de degré mp en j', 

(2) R(j^) = o, 

que l'on appelle V équation aux ordonnées des points communs 
aux deux courbes, A chaque racine simple ^o de l'équation (a) cor- 
respond une seule racine o^o» commune aux équations 

et, par suite, un seul point {x^^ y a) commun aux deux courbes. 

Si les coefficients des polynômes f{x^y)^ gi^^y) ^^^ des valeurs 
arbitraires, l'équation (2) n'aura que des racines simples, puisque 
la condition pour que cette équation ait des racines égales s'obtient 
en égalant à zéro le discriminant du polynôme R(^) rendu homo- 
gène, et cette condition établit une relation entre les coefficients des 
polynômes / et g. De même, pour que le coefficient de y^P dans 
K(j') soit nul, il faut que le résultant des groupes homogènes de de- 
grés m et p respectivement, appartenant aux polynômes /(j:,^) et 
g{Xjy)^ soit nul; dans ce cas, ces groupes homogènes ont un divi- 
seur commun olx -\- "^y et l'équation (lx + ^y = o définit une di- 
rection asymptotique commune aux courbes données. Pour qu'il en 
soit ainsi, il faut encore qu*il existe une relation entre les coefficients 
de /et de g. On peut donc conclure de ce qui précède que : deux 
courbes algébriques de degrés m et p ont, en général, mp points 
communs, à distances finies. 

Lorsque les deux courbes données ont des directions asjmpto- 
tiques communes, quelques-uns de leurs points communs peuvent 
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être à rinfini. Il peut arriver encore, en attribuant aux coefficients 
des valeurs particulières, que deux ou un plus grand nombre de points 
communs se réunissent. Enfin, il peut se faire que les poljrnomes f 
et g^ se décomposent et aient un facteur commun; dans ce cas, le 
nombre des points communs aux courbes représentées par les équa- 
tions (i) est infini. 

276. Cas de deux courbes du second degré. — Nous avons dis- 
cuté complètement le système de deux équations du second degré à 
deux inconnues x^ y {Cours d^ Algèbre, t. II, p. 317). Il résulte de 
cette discussion que deux courbes du second degré distinctes ont 
quatre points communs au plus, à moins qu'elles ne se décomposent 
chacune en un système de deux droites et que, de plus, une même 
droite fasse partie des deux systèmes. Dans ce dernier cas, l'inter- 
section des deux coniques se compose de tous les points de la droite 
commune et, en outre, du point commun aux deux autres droites. 

La proposition précédente peut d'ailleurs être établie d'une manière di- 
recte. 
Soient 

fi^iX)^^ x^-\-ihxy -{- Qy^ -^ %T> x -\' iE y -\- F =0, 
/i(x,y)^ k'x^ -f- 2 B'xy -f- C>» -f- a D'à? -h a E> -h F' = o 

les équations des deux coniques données, et (xo,yo) les coordonnées d'un 
point A qui leur soit connmun. Les quantités :ro+ ap»>^o-^ Pp seront les coor- 
données d'un point commun aux deux coniques, si l'on remplace p par une 
racine commune aux deux équations 

f(xo-h ap, yo-^ P?) = o, ^(aro-^ «Pi yo-^ Pp) = o, 

c'est-à-dire 

p«{Aa*-l-aBap-+-Gp«) 

2p [«(AiTo-f- B^o-t- D) H- P(Ba7oH- Cyo-hE)] = o, 



p«(A'a»-4-2B'a?H-C'p«) 

•ip [«( A'xo-h B'yo-h D') -+- P(B'aro+ C>o-i- E')] = o. 



Ces équations ont une solution commune p = o, qui correspond au point A: 
pour qu'elles en aient une autre, il faut et il suffit que a, p vérifient l'équa- 
tion 
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Cette équation est du troisième degré ; si Ton y remplace a et ^ par des coor- 
données courantes, elle représente un faisceau de trois droites passant par l'o- 
rigine Di, D], Ds. Si l'on mène par le point A une sécante qui rencontre la 
première conique aux points A, M et la seconde aux points A, M', les deux 
points M| M' se confondront en un seul si la sécante est parallèle à l'une des 
trois droites D], D%, D3; ce qui montre que les coniques proposées ont en 
commun, outre le point A, trois autres points Mi, M}, M3. 

Mais il peut arriver que l'équation précédente se réduise à une identité, de 
sorte que toute sécante menée par A coupe les deux coniques en un point 
commun, généralement différent de A : s'il en est ainsi, le facteur 

qui divise le premier membre, doit diviser le second ; il peut arriver deux 
cas : i** Ce facteur divise le facteur de même nature 

^/ o à/ 
àxo ^ àyo 

dans ce cas, on le voit immédiatement, les coefficients des polynômes/ et /i 
sont proportionnels et les deux coniques sont confondues; écartons ce cas. 
2® On a identiquement 

<p.(«.?)^(ag-Hp^)(«ta+«p) 
et 

On en conclut que 

/(*, 4- X, ^,+ Y) = (/»X + «Y + I) (x ^ -4- Y ^J , 

et, par suite, l'équation y (r,^) = o est de la forme 

( mx -h njr -^ h) (ax -^ by -{- c) = 0, 

et, pareillement, l'équation /i(ir,^) = o est 

(mx-h n/-¥- h){a'X'¥- h'y -^ c') = o. 

Les deux coniques se composent donc alors de droites, l'une des droites leur 
étant commune. 

277. Quand les équations des deux courbes données ont leurs 
coefficients réels, à toute solution ^Tj = a + bi, yi= a'-^ V i^ cor- 
respond la solution conjuguée X2^= cl — é/', y 2=^ cl' — V i. 
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Donc, quand deux courbes algébriques, dont les équations sont 
à coefficients réels, ont un point imaginaire commun, elles ont aussi 
en commun le point imaginaire conjugué. 

278. Former Inéquation du faisceau des droites joignant un 
point donné aux points communs à deux courbes algébriques. 
— Soient 

les équations de deux courbes algébriques; (a, è, c) les coordon- 
nées d'un point donné P; (Xjj, z) celles d'un point variable M. Les 
coordonnées d'un point de la droite PM sont proportionnelles à 
X -f- Xa, ^ H- Xi, s H- )vC. Pour que PM passe par Tun quelconque 
des points communs aux deux courbes données, il faut et il suffit 
que X soit une racine commune aux deux équations 

r 
f{x -f-Xa,^-hX^, -«-hXc) = o, g{x -\-\a, y -^\b, z -\-\c) = o. 

On obtiendra donc l'équation du faisceau des droites joignant le 
point P aux points d'intersection des deux courbes, en éliminant X 
entre les deux équations précédentes. 

En particulier, supposons que le point P soit l'origine des coor- 
données (ou, s'il s'agit de coordonnées trilinéaires, que P soit le 
point commun aux deux côtés ^ = 0,^ = du triangle de réfé- 
rence); en posant a = o, i = o, c^ 1, les équations précédentes 
deviennent 

/(^,r»^-+-^) = o, ^(a?,7, ;5H-X) =0; 

on devra éliminer X entre ces deux équations; cela revient évidem- 
ment à éliminer z entre les équations des deux courbes. 

En particulier, si l'on considère la droite ayant pour équation 

aa?-+- vy = -s, 
l'équation 

f{x,y, ux-^rvy) =0 

est celle du faisceau des droites joignant l'origine aux points d'in- 
tersection de la droite considérée avec la courbe f. 

On peut dire que l'équation ©m(^, y) = o, qui détermine les di- 
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rections asymptotiques de la courbe /, représente le faisceau des 
droites joignant Porigine aux points dMntersection de la courbe avec 
la droite de Tinfini. 
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279. On appelle centre d'une courbe plane un point fixe P situé 
dans le plan de la courbe et tel que, M étant un point quelconque de 
la courbe, le point M', symétrique de M par rapport à P, soit encore 
un point de la même courbe. 

280. Conditions pour que V origine des coordonnées soit centre 
d'une courbe représentée par l'équation /(x,y) = o. — Si le 
point M a pour coordonnées Xq^ yoj le point M' symétrique de M par 
rapport à l'origine a pour coordonnées — Xo, — yo\ donc, pour que 
l'origine soit un centre de la courbe représentée par l'équation 
f(Xj y) = o, il faut et il suffit que les deux équations 

/(^^y) = o et /(— ar, -7)=:o 

soient identiques. 

Ainsi, par exemple, l'origine est un centre de la courbe ayant pour 
équation j^ = sin^. 

Supposons qu'il s'agisse d'une courbe algébrique ayant pour équa- 
tion 

et considérons une droite quelconque passant par l'origine, ayant 

pour paramètres directeurs a, p. Les points de rencontre de cette 

droite et de la courbe sont définis par les équations x = olo, y==: ^o, 

NiEWENGLOWSKi. — G* an., I. l6 
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OÙ Ton remplace p par chacune des racines de Téquation 

(a) p'«<?m(a, P) -*- p*"-* ?«-i(a, p) -H. . .-+- p?i(a, P) -H <po = o. 

Pour qu'à chaque point d'intersection M corresponde un point 
d'intersection M' symétrique du premier par rapport à l'origine, il 
faut et il suffit que les racines de l'équation (2) soient deux à deux 
égales et de signes contraires, et cela doit avoir lieu quelles que 
soient les valeurs de a et ^. (Il convient de remarquer que, si l'un 
des points M s'éloigne indéfiniment quand la sécante tourne autour 
de l'origine, le point symétrique M' doit aussi s'éloigner indéfini- 
ment et, par suite, deux racines de l'équation en p, égales et de 
signes contraires, grandissent indéfiniment.) Cela posé, pour qu'à 
toute racine de l'équation (2) corresponde une racine égale et de 
signe contraire, il est nécessaire et suffisant que le premier membre 
ne contienne que des puissances de p de même parité, et, par suite, 
de la même parité que m; en d'autres termes, il faut que 

?//!-! ( a» P)^o, <p;„_3(a, p) = o, 
ce qui revient à poser 

de sorte que l'équation de la courbe sera de la forme 

En second lieu, il est évident que l'origine est un centre de toute 
courbe dont l'équation est de cette forme. 

Il résulte de là que, si m est impair, l'équation ne contiendra pas 
de terme constant. Donc, tout centre d'une courbe de degré im^ 
pair est un point de cette courbe. 

281. Théorème. — Si une courbe plane a deux centres C, C, elle en a 
une infinité situés sur la droite CC; si une courbe a trois centres non en 
ligne droite, elle en a une infinité formant un réseau de parallélo- 
grammes. 

Soient G, G' deux centres d'une même courbe {fig. 82) et M un point 
quelconque de cette courbe. Gonstruisons le point M', symétrique de M par 
rapport à G', et le point M', symétrique de M' par rapport au centre G, et 
enfin M"', symétrique de M' par rapport à G'. Le point M" appartient à la 



Fig. 82. 
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courbe donnée; or, on voit aisément que le milieu de MM*" s'obtient en 

construisant le segment C G" égal au segment CC, de sorte que le point G* 
est un point fî\e. Or, à tout point M de 
la courbe correspond un point M*" symé- 
trique de M par rapport à G' et appar- 
tenant à la même courbe; donc, C est 
un centre. 11 résulte de là que la courbe 
donnée a une inOnité de centres situés 
sur GG' et distribués uniformément sur 
cette ligne. 

Supposons maintenant trois centres en 
ligne droite rangés dans Tordre suivant : 

G, G', C, Si les segments GG' et GG* ont une commune mesure, ce cas se ra- 
mène au précédent et la courbe a une infinité de centres distribués uni- 
formément sur ce, la distance de deux centres consécutifs étant égale à la 
plus grande commune mesure de GG' et GG". 

Soit, en effet, a la plus grande commune mesure des deux longueurs GG', 
GG' et supposons GG'= ma, GG'= na; m et n sont premiers entre eux. En 
prenant sur la droite GG' un nombre x de segments égaux à GG' et un nombre 
jr de segments égaux à GG', on obtient deux centres P et Q dont la distance 
est égale à | xma — yna | ; or on peut déterminer deux entiers x e\, y tels que 
mx — ny =±i ; donc les points P et Q correspondants se trouveront à une 
distance égale à a et, par suite, les centres donnés feront partie d'une suite 
de points distribués uniformément et tels que la distance de deux points con- 
sécutifs sera égale à a; tous ces points seront des centres. 

Supposons maintenant que GG' et GG" n'aient aucune commune mesure; po- 
sons GG' = a et GG' = h. On peut trouver deux entiers x ely tels que ax — hy 
soit moindre qu'une longueur donnée aussi petite qu'on veut; en portant, à 
partir du point G, une longueur GP = a:r et une longueur GQ = hy, on aura 
donc deux centres P, Q aussi près qu'on voudra l'un de l'autre. On en con- 
clut que, dans ce cas, en général, tous les points de la droite GG' sont des 
centres. 

Gonsidérons enfin i^fig- 83) trois centres A, B, G appartenant à une même 
courbe et non situés en ligne droite. Soit M 
un point de la courbe; si l'on construit 
successivement le point M' symétrique de M 
par rapport à A; M' symétrique de M' par 
rapport à B, et M'" symétrique de M" par rap- 
port à G, on reconnaît aisément que le qua- 
trième sommet D du parallélogramme con- 
struit sur BA et BG est le milieu de MM"; 
d'où l'on conclut que D est un quatrième 
centre. Gela étant, si l'on prend AE = BA, 

E est un centre; donc, le quatrième sommet du parallélogramme construit 
sur AË et AD est un nouveau centre et, par suite, en continuant indéfiniment 



Fig. 83. 
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ce raisonnement, on voit que la courbe a une infinité de centres distribués 
dans le plan aux sommets d'un réseau de parallélogrammes. 

282. Recherche du centre, — Pour chercher si une courbe doQ- 
née a un centre, on transporte Torigine des coordonnées en un point 
inconnu (^otj^o) ^^ posant j;= jr„-|-X,^ = j^o + Y, et l'on cherche 
si l'on peut déterminer Xq et y^ de manière que la nouvelle origine 
soit un centre, c'est-à-dire, si la courbe est algébrique et de degré m, 
de manière que les degrés des termes de la nouvelle équation en X 
et Y soient de la même parité que m; pour cela, on égalera à zéro 
les coefficients de tous les termes dont les degrés sont respective- 
ment égaux km — i , m — 3, — 

Les équations obtenues ainsi sont généralement incompatibles si 
l'on suppose m> i\ en effet, soit m = 2[jl; en annulant les coeffi- 
cients des termes de degrés i , 3 , . . . , 2 [jl — i , on forme [jl ( [jl 4- 1 ) 
équations entre x^^^y^el les coefficients de l'équation proposée; il y 

aura donc, en général, [jL(a4-i) — 2 ou conditions. Si 

/n= 2, ce nombre se réduit à zéro. 

Soit, en second lieu, m = 2[jl -h i ; il faut alors annuler les termes 
de degrés o, 2, . . . , 2a; ce qui donne 

IH- 3-4-.. .-r-('Jt|Jl-f-l) =(fX-l-l)* 

équations et, par suite, (jx-i-i)^ — 2 ou ^^ -^ conditions. Si 

4 

m = 3, il faut deux conditions. Ainsi, en général, les courbes de 
degré supérieur à 2 n'ont pas de centre. 



Recherche du centre dans les courbes du second degré. 

283. Soit /(x, j^) =0 l'équation d'une conique. Transportons 
les axes parallèlement à eux-mêmes en prenant pour origine le point 
{xQ,yo); on a identiquement 

Pour que la nouvelle origine soit un centre, il faut et il suffit que 
les termes du premier degré manquent dans l'équation de la courbe 
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rapportée aux nouveaux axes; donc, on doit poser 

àf àf 

Tout point commun aux droites définies par les équations 

dx ' ây, 

est un centre. 

Discussion, — Développons les équations précédentes : 

(i) Aar-f-B^-t- D = o, 

(i) Bar-hC^-hE =o, 

1** S ^ o. Les droites représentées parles équations (i) et (2) sont 
concourantes. Donc, les courbes du genre ellipse ou du genre 
hyperbole ont un centre unique à distance finie. 

Les coordonnées sont 

- B'^-~GD _ BD — AE 

^ ~ AG — B»' ^~ AG — B*' 

Si Ton désigne par a, b, c, . . . , f les mineurs du discriminant A, 
de sorte que 

a = CF-E2, b=DE~BF, ..., f=AG-B»=o, 

les coordonnées homogènes du centre sont d, e, 8. 

2® 5 == o. (iC cas se partage en deux autres. Nous savons que l'un 
au moins des coefficients A ou C est différent de zéro. Supposons 
Kyéo\ alors le déterminant caractéristique du système (1), (2) 
eslAE — BD. 

(a) AE — BD^o. Les droites (i) et (2) sont parallèles; donc, la 
parabole n^a pas de centre. Mais, comme les équations qui déter- 
minent le centre définissent, dans ce cas, deux droites parallèles, on 
convient de dire que la parabole a un centre unique à V infini. 
D'ailleurs, les coordonnées homogènes du centre de la parabole sont 
d, e, o. Le centre est à l'infini dans la direction asymptotique ; toute 
droite menée par le centre, c'est-à-dire toute parallèle à la direction 
asymptotique, ne coupe la parabole qu'en un seul point à distance 
finie. 
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Il convient de remarquer que la droite représentée par l'équa- 
tion (2) peut être à Tinfini ; ce qui arrive si B n=: C = o. 

(b) AE — BD = o. Dans ce cas, les droites représentées par les 
équations (1) et (2) sont confondues en une seule et, par suite, tous 

les points de la droite 

A jr -h Hy -+- D — o 

sont des centres. Dans ce cas, on sait que A = o; l'équation 
/{x, y) = o représente deux droites parallèles équidistantes de la 
droite (i). 

Il convient de remarquer que l'équation (2) peut disparaître iden- 
tiquement, car on peut supposer B=rrrC:^E = o; ces conditions 
donnent en effet : AC — B- = o et AE — BD r^ o. 

On peut vérifier par la Géométrie le résultat que nous venons d'obtenir. En 
eiïet, supposons que tous les points de la droite A6 (fiff. 84) soient des 

centres et soit M un point de la conique représentée 
par l'équation /(x, y) = o; le lieu des symétriques 
de M par rapport aux différents points de AB est une 
droite CD parallèle à AB; la droite CD fait partie 
de la conique. Soit M' un point de CD; le lieu des sy. 
métriques de M' par rapport aux différents points de 
AB est une parallèle à AB qui passe d'ailleurs par le 
point M. On en conclut que l'équation /(a:, j^') = o 
représente le système des deux droites parallèles CD, ËF. 

D'ailleurs on a, par hypothèse, AC — B* — o, AE — BD — o, A 7^ o: donc, 
si l'on pose B = XA, on en déduit C — X*A, E = XD et, par suite, 

/{t, y) r^ \ {T^-h 'x\jry -h X*j'*) -h 2D(jr -h X^)-h F. 

I/cquation donnée est donc la suivante : 

A(j:h- XK)*-h2D(j'-+- \y)-^ F r= o, 
ce qui donne 

— D± v/i3ï^Â F 

On, a donc bien deux parallèles équidistantes de la droite ayant pour équa- 
tion 

Aa^-f- Bj' -h D — o. 

284. Résumé. — Les courbes du second degré peuvent être ran- 
gées en trois classes : 

i*' 8^0. Courbes ayant un centre unique à distance finie. — 
Ellipse, hyperbole et leurs variétés. 
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2® 8 = 0, A ^ o , AE — BD ^ o. Courbes ayant un centre 
unique à V infini, — Parabole proprement dite. 



3° 5 = o. Coniques ayant une ligne de centres. 
deux droites parallèles ou une droite double. 



Système de 



285. Problème. — Une courbe du second degré à centre étant 
rapportée à deux axes quelconques, la rapporter à deux axes 
parallèles aux premiers et passant par son centre (ou par Vun 
des centres). 

1° Supposons d'abord quMl s'agisse d'une courbe à centre unique; 
^0) yo étant les coordonnées du centre nous avons trouvé, en po- 
sant x = Xq-\-^, y =yo -by, 

puisque la nouvelle origine est un centre. Il s'agit de calculer/(j;Q,^o) 
que nous désignerons par F| pour abréger l'écriture. 
L'identité d'Euler 

dans laquelle on pose x = Xq, y =yoj ^ = i , donne 

F, =/{xo, yo) = DiTo-H Ea-oH- F. 

Pour obtenir F| en fonction des coefficients, considérons le système 

linéaire 

Axç-h Bj'o -»- D =0, 

Ba:o-HGjo-t- E = o, 

Dxo-^Eyo-*- F— Fi = o. 



On en déduit 








A 


B D 




B 


G E 


d'où 


D 


E F F, 



= 0, 



On arrive au même résultat en remarquant que le discriminant de 
/{x, y^ z) — F, z^ doit être nul. 
L'équation transformée est donc 



AX»^- 2BXY-+- CY«-f- -T = o. 
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On n^oublîera pas que les termes du second degré ont les mêmes 
coefficients que dans l'équation primitive. La relation 

permet souvent de calculer A d'une manière commode. 

oJ* Supposons maintenant que l'équation /(or, ^) = o représente 
deux droites parallèles. Le calcul précédent est en défaut, car A et S 
sont nuls; mais la formule 

Fi=Da-o-hE7o-t-F 

subsiste, x^^ y^ étant les coordonnées de Tun des centres, que l'on 
prend pour nouvelle origine. On peut, dans ce cas, procéder ainsi : 

ridenlilé 

/(r,j.,^)^(p(X,Y)H-F» 

ou, sous forme homogène, 

montre que le premier membre est un carré parfait, puisque = 0. 
Donc, tous les mineurs du discriminant du premier membre sont 
nuls, ce qui donne les conditions suivantes 

d'où 

( A -H C — 2B cos6) Fi = -rr- -i- ::j7^ -4- vô cosft. 

dA dCi <7B 

Le coefficient de Fj est différent de zéro quand les coefficients sont 
réels; donc 

dA <)A dA 
V 1 = • 

286. Généralisation de la théorie du centre, — Étant donnée une équa- 
tion de degré supérieur à 2, f{x,y) = o, il est naturel de se demander si les 
points communs aux courbes définies par les équations 

^ = o "^-^ = o 

àx ' dy 

jouissent de quelque propriété remarquable. 

Si par le point {x^, y^) on mène une droite dont la direction est définie par 
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les deu\ paramètres a, p, les points communs à cette sécante et à la courbe 
donnée sont déterminés par l'équation /(a:© -H ap, ^o"+- Pp) = Oi ou, en déve- 
loppant, 

par conséquent, si l'on suppose -^ = o, -j^ = o, la somme des inverses des ra- 

cines de l'équation en p est nulle quels que soient oc, p. Donc, si l'on désigne 
par A le point (arc/o) et par Pi, Pj, . . ., P^ les points d'intersection d'une 
sécante quelconque menée par A avec la courbe, on aura 

II I _ 

ÂPi "^ ÂF, "^' • "^ ÂP7, ~ ^' 

ce qui exprime que le point A est le conjugué harmonique du point à l'infini 
sur la sécante, par rapport aux points d'intersection de celte sécante avec la 
courbe, et cela, quelle que soit la direction de cette sécante. 

Quand la courbe est du second degré, dire que la somme -r-rj- -h ^p- = o 

revient à dire que A est le milieu de PiPj* 

EXERCICES. 

1. Trouver les centres de la courbe ayant pour équation a sinar = 6 sin^. 

2. Trouver les centres de la courbe ayant pour équation a cosx-\-b cosj^ = o. 

3. Trouver le lieu des centres des coniques ayant pour équation 

(4^ — 3^)(j — 3)-+-m(x — 3)(27— Sa-j = o, 
lorsqu'on fait varier m, (École Centrale, 1872.) 

4. Lieu des centres des coniques représentées par l'équation 

a:* — k (I — k) xy -h k^y^ — ak^y = o 
quand on fait varier X:. (École Centrale, 1864.) 

5. On donne un triangle ABC. D'un point quelconque P pris sur le côté AB, 
on abaisse PQ perpendiculaire sur AC; on mène les droites BQ et CP qui se 
coupent en M. 

1° On demande le lieu du point M quand le point P parcourt la droite in- 
définie AB. 

2° Les droites indéfinies AB et AC restant fixes, on fait tourner la droite BC 
autour d'un point ïvfi.e, H pris sur cette droite, et on demande le lieu du centre 
du lieu précédent. (École Centrale, 1866.) 
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287. On nomme diamètre conjugué à une direction donnée le 
lieu des milieux des cordes d'une courbe donnée, qui sont parallèles 
à cette direction. 

Supposons la courbe algébrique et de degré m\ une sécante la 
coupera, en général, en m points distincts et, en combinant ces points 

deux à deux, on obtient ^ ^^ cordes: il y aura donc, sur une 

droite parallèle à la direction donnée, — —^ ^points du lieu; le 

diamètre est donc, en général, une courbe de degré ; Dans 

le cas du second degré, ce sera une droite. 

288. Méthode générale» — Soient (a^jj^) les coordonnées d'un point M, 
(a, p) les paramètres de la direction donnée; les coordonnées d'un point pris 
sur la sécante menée par M parallèlement à la direction (a, P), ont pour va- 
leurs a?-i-ap, / -+- Pp ; pour que ce point appartienne à la courbe ayant pour 
équation 

il faut et il suffit que 

[Nous appellerons désormais, pour abréger, cette équation : l'équation 
aux p des points d'intersection de la courbe f et de la sécante issue du 
point {x,y) et de direction (a, P)]. 

L'équation précédente étant mise sous la forme 

(I) ?(p*)-f-p^^(p*) = o, 

soient p', p' deux racines auxquelles correspondent les points d'intersection 
P', P"; pour que M soit le milieu de P'P', il faut et il suffit que p'-H p'= o. 
Il s'agit donc d'exprimer que l'équation (i) a deux racines égales et de signes 
contraires. 
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Ofi des égalités 

?(p'*)-p'4'(p'*) = o, 

on tire 

cp(p'î) = o, p'4.(p'«) = o 

et, en supposant p'pz^ o, 

' 4/(p'«) = o. 

Donc, en posant p* = t, les deux polynômes ©(Oi ^(0 doivent avoir un 
diviseur commun. On est ainsi conduit à éliminer t entre les deux équations 

(2) o(/) = o, »^(/) = o. 
289. Exemples. — i" La courbe a pour équation 

L'équation (i) en p est 

a*p5-i- Sa'rpî-t- ('3aa?2— 3) p 4- a-» — ^ = o; 
les équations (2) sont donc les suivantes 

«3/4- 3a:r»— ? = o, 3a«T/ -h ar» — ^^ = o, 
et| en éliminant /, on obtient l'équation 

8x3^-3— 3a«3^-i-a'^ = o. 

2" Zfi^ii ûfe* milieux des cordes parallèles à la droite 

X -{-y — o 

dans la courbe ayant pour équation 

x^-{-y^ — ^ = o. 

Nous ferons a = i, ^ = - 1; l'équation (i) devient ainsi 

3p^{x -^y) -f- p(3-r*-- 3^* — i) -h x^-{-y*— x = o. 

Dans ce cas particulier, nous pouvons procéder autrement. Supposons d'a- 
bord X -h y ^ o. La condition pour que l'équation précédente ait ses racines 
égales et de signes contraires est 

(3) 3;c»— 3^^* — 1 = 0. 

Si l'on considère en second lieu un point pris sur la sécante particulière ayant 
pour équation 

(4) a:-f-7 = o, 

l'équation en p s'abaisse au premier degré ; cette sécante coupe donc la courbe 
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proposée en un seul point à distance finie et en deux points à Tinfîni; le mi- 
lieu du segment formé par ces deux points étant indéterminé, cette sécante 
peut être considérée comme faisant partie du lieu. 

On peut donc dire que le lieu se compose de l'hyperbole représentée par 
l'équation (3) et de la droite représentée par Téquation (4). 

Remarquons que toute sécante parallèle à la direction donnée ne rencontre 
la courbe proposée qu'en deux points à distance finie et en un point à l'infini. 
11 n'y a donc qu'un point du liieu à distance finie sur cette sécante. C'est ce 
que l'on vérifie en remarquant que Thyperbole trouvée a une asymptote pa- 
rallèle à la direction donnée. 
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290. Soient (a, ^) les paramètres d'une direction OD et M {x,y) 
un point; l'ëquation aux p des points d'intersection de la sécante 
menée par M parallèlement à la direction donnée et de la conique 
représentée par l'équation y(j*,r) = o est 

1** » (a, [3)^0. La direction donnée n^ est pas une direction 
asymptotique de la conique, — Pour que le point M (:r, y) soit le 
milieu de la corde parallèle à la direction donnée et passant par M, 
il faut et il suffit que les racines de l'équation (i) soient égales et de 
signes contraires et, par suite, que x eiy vérifient l'équation 

(2) a/i:+P/; = 0. 

Je dis que l'équation précédente, dans laquelle x ely sont regar- 
dées comme des coordonnées courantes, définit une droite détermi- 
née et à distance finie. En efiet, cette équation peut s'écrire ainsi 

aox-+- p?py-f-9.D«-i-2E,3 =0, 
ou encore 

(3) x'p^H-^çpg-f- 'ADaH-aE^i = o. 

On ne peut supposer 

©' = o et o', = o, 
car on en déduirait 

ou 

p(a, p) = o, 
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ce qui est contraire à notre hypothèse. L'un au moins des coeffi- 
cients de j: ou de ^ étant différent de zéro, la droite représentée par 
Téquation (3) est à distance finie. D'où cette proposition : 

Dans une courbe du second degré, à toute direction non asym- 
ptotique correspond un diamètre déterminé. 

2** cp(a, p) = o. Les cordes sont parallèles à une direction 
asymptotique* — L'ellipse n'ayant que des directions asympto- 
tiques imaginaires, laissons de côté le cas où la conique serait une 
ellipse et supposons que ce soit une hyperbole. Je dis d'abord que 
l'équation (2) représente encore une droite à distance finie. En effet, 
pour qu'il en soit autrement, il faut que l'on ait 

ce qui ne peut avoir lieu, puisque l'on suppose AC — B-^ o et que 
l'on attribue à a et ^ des valeurs non toutes deux nulles. 

Cela posé, il s'agit -d'interpré ter géométriquement l'équation (•^.). 
Soit M un point de la droite qu'elle représente; l'équation en p qui 
correspond à ce point se réduit à son terme constant /{^y y)', 
d'ailleurs, ce terme constant ne saurait être nul, sans quoi, Téqua- 
tion en p disparaissant, tous les points de la sécante considérée 
appartiendraient à la conique qui se décomposerait en deux droites et 
cela est contraire à notre hypothèse. La droite A représentée par 
l'équation (2) est donc le lieu des points M tels que toute sécante 
MM' menée par M parallèlement à la direction (a, j3) rencontre 
l'hyperbole en deux points à Tinfini. 11 en résulte immédiatement que 
la droite A est parallèle à la direction asymptotique (a, ^), car tout 
point M' de la sécante MM' jouit évidemment de la même propriété 
que le point M et, par suite, se trouve sur A, ce qui exige que cette 
droite se confonde avec MM'. C'est ce que l'on vérifie par le calcul, 
car la condition pour que la droite A soit parallèle à la direction 
(a, p), est a^a + |3'f p = o , ou o (a, P)=ro, et cette condition est 
remplie par hypothèse. 

En résumé, l'équation (2) représente, dans le cas qui nous occupe, 
une droite de direction (a, P) qui ne rencontre l'hyperbole qu'à l'in- 
fini; cette droite n'est pas autre chose qu'une asymptote. 

Il est facile d'expliquer comment une asymptote peut être regardée comme 
le lieu des milieux des cordes de l'hyperbole, qui lui sont parallèles. En effet, 
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295. Théorème. — La tangente en un point commun à une 
conique et à Vun de ses diamètres est parallèle aux cordes que 
ce diamètre divise en deux parties égales. 

En effet, les coordonnées {x^y) du point M considéré vérifient 
les deux équations 

Or, la tangente en M a pour coefficient angulaire ^^, c'est-à-dire, 
en vertu de l'équation de la courbe, — •^; d'autre part, la seconde 

équation donne - = — —j ce qui démontre la proposition. 

296. Former V équation du diamètre conjugué aux cordes 
perpendiculaires à la direction (a, P). — Si les axes sont rectan- 
gulaires, les paramètres de la droite perpendiculaire à la direction 
(a, p) sont proportionnels à p et — a; le diamètre demandé a donc 
pour équation 

OU encore 

ÙL=Ù 

Si les axes sont obliques, les paramètres a', j3' de la direction per- 
pendiculaire à la direction (a, P) sont déterminés par l'équation 

ax'-f- pp'-4-(ap'+;îa')cosO=o; 
le diamètre cherché a pour équation 

en éliminant et! et p' entre ces deux équations, on obtient donc 

f.r ^ fy 

a-hpcosô acosO-hP 

297. Relation entre les paramètres directeurs d'un diamètre 
et ceux des cordes quHl partage en parties égales. — Le diamètre 
conjugué à la direction (a, P) est parallèle à la droite ayant pour 
équation 
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Les paramètres directeurs a', ^' de ce diamètre sont donc déBnis 
par la relation 

ou, en développant, 

Aaa'-h B(a3'-h ^a') + C p^' = o. 

En posant a = a'=i, p = m, P'= m', cette relation prend la forme 

Cmm'-h B(/w -f- m') -+- A = o. 

Si m est infini, on doit supposer a = o; dans ce cas 

Ba'-hCp' =0 
ou 

B-4-C/n'=o. 

Dans le cas de la parabole, on peut poser 

A = sa*, B = zab, G = eô* 

et Ton obtient 

(aa'-f-6p')(aa + 6p) = o, 

ce qui donne 

aa'-hb^'=o. 

On retrouve bien la propriété des diamètres de la parabole. 

Diamètres conjugués. 

298. On nomme diamètres conjogués deux diamètres tels que 
chacun d^eux dwise en parties égales les cordes parallèles à 
Vautre, 

Il est évident qu'une parabole n'admet pas de diamètres conju- 
gués. Au contraire, comme nous allons le voir, toute conique à 
centre unique possède une infinité de systèmes de diamètres con- 
jugués. 

En effet, les paramètres directeurs (a', P') du diamètre conjugué 
aux cordes parallèles à la direction (a, ^) sont définis par l'équa- 
tion 

Les paramètres (a"', ^^ du diamètre conjugué à la direction (a', P') 

NiEWKNQLOWSKi. — G. an,., I. 17 
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sont définis par l'équation 



(^) 






L'équation (i) peut s'écrire 



(3) 



57 



On ne peut supposer 






a à^ 



do 



O et -rè-, = o, c'est-à-dire 



Fig. 85. 



car on suppose AG — B^ ^ o et l'on n'a pas ol^ = Ci' =i o. 

Il en résulte que le déterminant des équations (2) et (3) est né- 
cessairement nul, c'est-à-dire que aj3'' — j3a"= o : ce qui prouve que 
la direction (a", P") coïncide avec la direction (a, j3). En d'autres 
termes, les paramètres (a, ^) et (a', j3'), vérifiant la relation (i), sont 
les paramètres directeurs de deux diamètres conjugués, et, comme 
on peut prendre a et j3 arbitrairement, il est ainsi prouvé qu'il y a 
une infinité de systèmes de diamètres conjugués. 

On arrive d'ailleurs à cette conclusion par la Géométrie. Gonsidé- 
rons en elTet {Jig» 85), par exemple, une ellipse ayant pour centrée 

le point O et soit AB une corde quelconque apparte- 
nant à cette ellipse. On obtient le diamètre conjugué 
à AB en joignant le centre O de l'ellipse au milieu C 
de la corde AB. Soit B' le point diamétralement op- 
posé à B; la corde AB' est parallèle à OG. Le dia- 
mètre OD conjugué à AB' s'obtient de même en joi- 
gnant le centre au milieu D de la corde AB'; or la 
droite OD est parallèle à AB, donc OG et OD sont 
deux diamètres conjugués. Il existe donc une infi- 
nité de systèmes de diamètres conjugués dans toute conique à centre 
unique, car la construction précédente s'applique aussi à l'hyper- 
bole. 

299. Cordes supplémentaires. — On nomme ainsi deux cordes 
AB, AB' {Jlg- 85) obtenues en joignant un point A pris sur une co- 
nique aux deux extrémités d'un diamètre BB'. 
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I® Deux cordes supplémentaires ont des directions conju- 
guées; en effet, les cordes AB, AB' sont respectivement parallèles 
aux diamètres OC, OD qui passent parleurs milieux, et nous venons 
de voir que ces diamètres sont conjugués. 

2** Réciproquement, si les directions des deux cordes AB, AB' 
sont conjuguées, BB' est un diamètre, car la corde AB'', obtenue 
en joignant le point A au point B" diamétralement opposé à B, a une 
direction conjuguée à AB; donc elle se confond avec AB'. B" coïn- 
cide donc avec B' et, par suite, BB' est un diamètre. 

3° Deux cordes menées par les extrémités B, B' d^un diamètre 
d'une conique, parallèlement à deux directions conjuguées par 
rapport à cette conique, se coupent sur cette même conique. En 
effet, soit BA Tune de ces cordes, A le second point où elle coupe 
la conique {fig* 85); la droite B'A ayant une direction conjuguée à 
celle de la corde BA est la seconde corde, ce qui démontre la propo- 
sition. 

Ces théorèmes se démontrent facilement par le calcul. 

Réduction de l'équation d'une conique (axes obliques). 

300. Coniques à centre unique, rapportées à deux diamètres 
conjugués, — Prenons pour axes de coordonnées deux diamètres 
conjugués ; l'équation de la courbe sera de la forme 

Aa:»-f- iBxy -k- Cy^-\- F = o, 

puisque l'origine est le centre. Le diamètre conjugué à l'axe des x 
a pour équation 

or ce diamètre doit être l'axe des y] donc B = o ; par suite, l'équa- 
tion a la forme simple 

Aa?«H-G^î-hF = o. 

Réciproquement, quels que soient les coefficients A, C, F, pourvu 
que A et C soient différents de zéro, cette équation représente une 
conique à centre unique rapportée à deux diamètres conjugués pris 
pour axes de coordonnées : cela est évident. Il y a une infinité de 
manières d'opérer cette réduction. 
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L'invariant S se réduit à AC; donc la courbe représentée par cette 
équation est une ellipse si AetC ont le même signe, une hyper- 
bole quand A e/ C ont des signes contraires. Dans le cas de l'el- 
lipse, pour que la courbe soit réelle il faut que A et F aient des 
signes contraires. Si cette condition est remplie, les deux diamètres 
conjugués coupent l'ellipse en des points réels. Dans le cas de l'hy- 
perbole, un seul des deux diamètres coupe la courbe en des points 
réels. 

_ m 

30J . Equation d^une conique rapportée à un diamètre et à la 
tangente à l'une de ses extrémités, — Prenons pour origine des 
coordonnées un point O de la conique, le diamètre passant par O 
étant pris pour axe des x et la tangente au même point O étant l'axe 
des y. Le diamètre conjugué à l'axe des y a pour équation 

Bo?-!- Gj-hE = o. 

Mais la tangente en O ayant une direction conjuguée à celle du dia- 
mètre qui passe par le point O, l'équation précédente doit se réduire 
à ^ = o ; donc B = o, E = o. Enfin, la courbe passant par l'origine : 
F=: o. Son équation est donc réduite à la forme 

Réciproquement, si l'équation d'une conique a la forme précé- 
dente, l'axe des x est le diamètre conjugué à la direction de l'axe 
des y et, comme la courbe passe par Torigine, la tangente en ce 
point est précisément l'axe des j^. 

Pour que l'équation précédente représente une parabole, il faut et 
il suffit que AG = o ; on ne peut supposer G = o, car l'équation re- 
présenterait alors deux droites parallèles; donc on doit prendre 
A = o, et l'équation d'une parabole rapportée à un diamètre et à la 
tangente à l'extrémité de ce diamètre est de la forme 

C^*-h 2Da7 = o. 

La réduction précédente peut s'effectuer d'une infinité de ma- 
nières. 
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Axes dans les courbes du second degré* 

302. On appelle a:re d'une courbe du second degré tout diamètre 
perpendiculaire aux cordes qu'il divise en deux parties égales. Un 
axe est donc un axe de symétrie et réciproquement. 

La réciproque est en défaut dans le cas d'un système de deux droites rec- 
tangulaires; car chacune de ces droites est un axe de symétrie et n'est pas le 
diamètre des cordes parallèles à l'autre. 

303. Equation aux coefficients angulaires des a^es d'une co- 
nique, — Pour que m soit le coefficient angulaire d'un axe de la 
conique ajant pour équation 

il faut et il suffit qu'il existe un nombre m' satisfaisant aux deux 

équations 

A -+- B(/n -+- m') -h C/n/w'= o, 

I -f-(/n -h m') cos6 -h mm' = o, 

6 désignant l'angle des axes de coordonnées ; car, en vertu de ces équa- 
tions, m et m' sont les coefficients angulaires de deux directions 
conjuguées par rapport à la conique donnée et rectangulaires. En éli- 
minant m' entre les deux équations précédentes on obtient 

(i) (B — C cosO) m«H- (A — G) m-i- A cos6 — B = o. 

Nous avons déjà discuté cette équation et prouvé qu'elle a ses ra- 
cines réelles (car on suppose les coefficients A, B, C réels); les 
directions qu'elle détermine sont rectangulaires; ce sont les bissec- 
trices des angles formés par les directions asymptotiques réelles ou 
imaginaires de la conique donnée. 

Supposons qu'il s'agisse d'une conique à centre unique à distance 
finie : les diamètres ayant pour coefficients angulaires les racines 
m', m" de l'équation (i) sont des axes. Toute conique du genre el- 
lipse ou hyperbole admet donc deux axes qui forment un système 
de diamètres conjugués rectangulaires. 

Lorsque la conique est un cercle, l'équation (i) disparaît : tous les 
diamètres du cercle sont des axes de symétrie. 



202 CHAPITRE X. 

304. Equation du faisceau des axes d'une conique à centre. 
— Soit m Tune des racines de Téquation (i); le diamètre conjugué 
à cette direction est un axe ayant pour équation 

£n éliminant m entre les équations (i) et (2) on obtient réquation 
du second degré 

(3) (B-Ccosô)/i?-(A-C)/i/;,H-(AcosO~B)/;?=o, 

qui est vérifiée par les coordonnées d^un point quelconque apparte- 
nant à Tun ou à l'autre des axes; c'est donc l'équation du faisceau 
des deux axes. 

30o. Axe de la parabole. — La parabole ne peut avoir qu'un 
axe, qui est le diamètre conjugué aux cordes perpendiculaires à la 
direction asymptolique. Si l'on suppose l'équation de la parabole 
écrite sous la forme 

quand les coordonnées sont rectangulaires, les paramètres de la per- 
pendiculaire à la direction asymptotique sont a, b] donc l'axe a pour 

équation 

^fx -H bfy = c). 

On peut écrire aussi 

A/i+B/;. = o, 

ou encore 

Si les coordonnées sont obliques, les paramètres de la direction 
perpendiculaire à la direction asymptotique sont a — ftcosQ et 
b — acos6; l'axe a donc pour équation, dans le cas général, 

(a — 6cos6)/i.-f- (6 — a cos6)/^. = o, 
ou encore 

( A — B cos0)/i-4- (B — A cos^)fy = o, 

ou bien 

(B — Gcosô)/x-f- (G — B cose)/;^= o. 

L'équation (i), trouvée plus haut (303), convient aussi à la parabole; en y 
remplaçant A, B, G par a>, ab^ b*, on met Téquation (i) sous la forme 

(a-^ bm)[ni{a — 6cos6) 4-acosO — b]=o. 
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On a bien ainsi deux directions perpendiculaires dont Tune est la direction 
asymptotique; le diamètre conjugué à la direction asymptotique est rejeté à 
l'infini. L'axe est le diamètre conjugué à l'autre direction. 

306. Sommets, — On nomme sommet d'une courbe du second 
degré tout point commun à la courbe et à Tun de ses axes. Les axes 
d'une ellipse réelle la coupent en quatre points réels : l'ellipse a donc 
quatre sommets réels. Des deux axes d'une hyperbole, un seul la 
coupe en des points réels, puisque les deux axes forment un système 
de diamètres conjugués; donc l'hyperbole a deux sommets réels et 
deux sommets imaginaires. 

L'axe d'une parabole la rencontre en un seul point à distance 
finie : donc la parabole n'a qu'un sommet. 

Équation en S. 

307. Recherche des directions principales. — Nous allons ex- 
poser une autre méthode pour déterminer les axes d'une conique. 

On nomme direction principale toute direction qui est perpen- 
diculaire au diamètre qui lui est conjugué. D'après cela, le diamètre 
conjugué à une direction principale est un axe, s'il n'est pas rejeté à 
l'infini. 

Nous poserons 

'^{^ly) == ^*-+- "^suy cosO -i-^*, 

6 étant l'angle des axes. 

Le diamètre conjugué à la direction (a, (3), ayant pour équation 

(i) 3-<j>;^ + r?J3-^-^ï^a-H-2Ep = o, 

la parallèle à ce diamètre menée par l'origine des coordonnées a pour 
équation 

(2) ^?a-^7?,3 = ^- 

La perpendiculaire à une droite peut être considérée comme étant 
conjuguée à cette droite par rapport à un cercle; il en résulte que la 
direction (a, ^) sera une direction principale de la conique donnée 
si l'équation 

(3) ^Vai-^y%=0 
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représente la même droite que l'équation (2). II en résulte que les 
directions principales sont définies par Féquatlon 

OU, sous forme entière, 

Mais on peut procéder autrement : pour que les équations (2) et 
(3) représentent la même droite, il faut et il suffit qu'il existe un 
facteur S, tel que Ton ait identiquement 

?;=S4';, çp^s^-^. 

ou, en développant 

l (A — S)a-h(B-ScosÔ)P = o, 
^ ^ j (B — ScosO)a-h(C — S)P==o. 

11 s'agit de déterminer S de façon que ces deux équations linéaires 
et homogènes aient des solutions différentes de la solution a = ^ = o. 
S doit donc être une racine de Téquation 

(6) (A — S)(C — S) — (B — Scose)î = o. 

C'est l'équation en S relative à la conique donnée : elle ne dépend 
que des coefficients des termes du second degré de l'équation de 
cette conique. 

308. Discussion : i"" Les racines de T équation en S sont toujours 
réelles. — En effet, le coefficient de S* étant égal à sin^8 est positif. 
En substituant à S, A puis C, on obtient successivement pour résul- 
tats : — (B — Acos9)2 et — (B — GcosO)^. Supposons d'abord 
B — A cosô ^ o et B — G cos9 ^z^ o et soit, par exemple, A ^ C ; en 

substituant à S : 

— 00 A C -h 00, 

on trouve les signes : 



L'équation (6) a donc une racine S' plus petite que A et une 
racine S" plus grande que C. 

2** Supposons B = Acos6, B — CcosO^z^o. Dans ce cas, l'équa- 
tion (6) a encore deux racines inégales, dont l'une est égale à A, 
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3° B = C cos 6, B — A cos6 ^ o. L'une des racines est égale à C, 
l'autre est différente de C. 

4° Enfin, supposons A = G= — ^^ Dans ce cas, Téquation (6) 

devient 

(A — S)«sm«e = o; 

ses deux racines sont égales à A. 

En résumé, les racines de Téquation (6) sont réelles et inégales, 
excepté dans le cas du cercle; alors, elles sont toutes les deux égales 
à A. 

Lorsque 6 = go**, l'équation en S se réduit à 

(A — S)(G — S) — B*=o. 

309. Théorème. — i° ^ une racine simple de V équation en S 
correspond une direction principale unique. 

Soit S' une racine simple et supposons d'abord cette racine diffé- 
rente de A et de C; les deux équations (5) deviennent identiques 
quand on y remplace S par S'. L'une quelconque de ces équations 
définit une direction principale unique qui est parallèle à la droite 
ayant pour équation 

(A — S')a: 4- ( B — S'cosO) j^ = o. 

Supposons S'=A et, par suite, B = A'cos9. La première des 
équations (5) disparaît identiquement; la seconde se réduit à 
(C — Pi.)y=io ou y=zo, 

2° A une racine double correspondent toutes les directions du 

plan, — En effet, si A = C= — q> en remplaçant S par A, les 

deux équations disparaissent. Toutes les directions d'un plan sont, 
en effet, des directions principales pour tout cercle tracé dans ce 
plan. 

310. Equation de Vaxe conjugué à une direction principale, 
— L'axe conjugué à la direction principale (a, p) fournie par une 
racine S a pour équation 

S(:r6;-h7^|j)-h2Da-i-2Ep=o. 
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Pour que cet axe soit une droite déterminée et à dislance finie, il 
faut et il suffit que l'un des coefficients S<j^«, S^j^ soit différent de 
zéro et, comme on ne peut supposer 4^= o, ^'p= o, il est nécessaire 
et suffisant que la racine S soit différente de zéro. Or Téquation (6) 
ne peut avoir de racine nulle que si AC — B^= o. Donc, une courbe 
du genre ellipse ou hyperbole a deux axes. (Nous savons déjà que le 
cercle en a une infinité.) 

En ce qui concerne la parabole, Tune des racines de l'équation (6) 

est nulle ; à cette racine correspond la direction asymptotique ; l'autre 

est égale à 

A -4- G — ^BcosO 

sïnMJ * 

elle ne peut être nulle, car en remplaçant, par exemple, A, B, C par 
éf , rtfr, 6^, le numérateur devient a^ — 2ab cosô 4- 6^, et il ne peut 
être nul, si Ton suppose rt, 6, c réels. 

La parabole n'a donc qu'un axe, comme nous le savions déjà. 

Enfin, dans le cas de deux droites parallèles, on trouve un axe 
confondu avec la ligne des centres; l'axe conjugué à la direction 
asymptotique est indéterminé. 

3H. Théorème. — Les directions principales qui correspondent 
à deux racines distinctes de l'équation en S sont rectangulaires. 

En effet, soient S, S' les deux racines de l'équation en S, que nous 
supposons inégales. On a, en nommant a, ^ et a', ^' les paramètres 
des directions principales correspondantes, 

^ _ c ^'^^ ^ — S' ^ 

doL d% ôt! à%' 



d'où l'on tire 



et 



a — ^ 






et, en retranchant membre à membre, 



. = <s-s,[..4.p.^], 
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et, comme on suppose S — S'^ o : 

ce qui démontre la proposition, car celte équation exprime que les 
directions considérées sont conjuguées dans le cercle. 
On a aussi, d'après ce qui précède, 

ce qui prouve que les deux directions principales sont conjuguées 
par rapport à la conique. 

312. Corollaire. — Les axes sont parallèles aux directions prin- 
cipales; donc Téquation 

ou, plus simplement, si les coordonnées sont rectangulaires, 



X Y 



représente le faisceau des parallèles aux axes de la conique, n^enées 
par Torigine des coordonnées. 

313. Nouvelle forme de V équation du faisceau des axes, — Pour plus 
de simplicité, supposons les coordonnées rectangulaires. 

Soient a, ^ les paramètres directeurs d'un axe; cet axe est le diamètre 
conjugué des cordes qui lui sont perpendiculaires; son équation est donc 

L^ — IZ- 
mais la direction (a, P) est principale; donc 



o 



£n éliminant a et p entre ces deux équations, on obtient 
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c'est-à-dire 

f. f'y 

314. L'équation en S exprime que le polynôme 

?(a?,r)--S4/(T,^) 

est un carré parfait; si Ton fait une substitution linéaire telle que 

<p(:r,^)^*(X,Y), 
on aura identiquement 

ç (^x,y) - S {^x^-\'ixy cosO -h^^) == 4>(X, Y) — S (X«-i- 2XY cos8 4- Y»). 

Le discriminant du second membre est égal à celui du premier 
membre multiplié par le carré du module de la substitution; donc 
les racines de l'équation en S ne changent pas. C'est d'ailleurs ce 

que nous savons déjà, puisque leur somme est égale à -^-^ et leur 
produit à -: — - • 

315. On traiterait d'une manière analogue ce problème : trouver un système 
de diamètres conjugués communs à deux coniques données; il suffirait de 
remplacer la fonction ^{x^y) relative au cercle par la fonction «pi(a7, y) 
relative à la seconde conique; mais l'équation en S obtenue en égalant à zéro 
le discriminant de la forme <p(ir,^) — Scpi(iP, ^) n'a plus nécessairement ses 
racines réelles. Nous allons reprendre d'ailleurs ces questions à un point de 
vue différent et montrer leur lien intime avec la théorie de l'involution. 

Involation. 

316. Nous rappellerons d'abord les propriétés fondamentales de Tinvolution. 
Considérons deux points variables M, M' situés sur un a\e fixe X'X et 

soient x et x^ les abscisses de ces points, comptées à partir d'une origine fixe. 
On dit que M et M' décrivent une involution si leurs abscisses sont liées par 
une relation de la forme 

(i) A -+- B(x-i- a;') -h Ga:jr' = o. 

S'il en est ainsi^ à tout point M correspond un point M' et réciproquement. 
Quand le point M occupe une position particulière A, le point M' occupe une 
position déterminée B; ce qu'il importe de remarquer, et c'est là ce qui 
distingue l'involution de l'homographie, c'est que, si le point M vient en B, 
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le point M' sera en A, de sorte que les points M et M' ne peuvent être distin- 
gués l'un de l'autre; ils forment, en quelque sorte, un couple. 

Il y a sur la droite X'X deux points doubles de l'involution déûnie par 
l'équation (i); leurs abscisses sont les racines de l'équation obtenue en 
posant X = x'y savoir : 

(2) AH-2Ba7-4- Ca?' = o. 

On voit que ces points doubles sont réels si AC — B*<o, imaginaires si 
AG — B«>o. 

L'équation (1) peut prendre une forme très simple au moyen d'un change- 
ment d'origine. On peut, en effet, l'écrire ainsi : 

(Car-+-B)(GiF'-+-B) = B«-AC, 

et, par suite, si l'on prend pour origine le point ayant pour abscisse — k» 

Ci 

c'est-à-dire le milieu du segment déterminé par les points doubles de l'invo- 
lution, en posant 

B Y / ^ Y' 

X — — p "^ ' ^ — — P "^ -^ » 

l'équation (1) prend la forme plus simple 

(3) xx'= 5iz^. 

Cette formule montre que l'on doit exclure le cas où AG — B* = o. 
Réciproquement, toute équation de cette forme définit une involution. 
Supposons les points doubles réels, c'est-à-dire B' — AG>o, et soit 

— — — = A'; l'équation précédente devient 

(4) XX'=A« 

et, par suite, les abscisses des points doubles sont égales à -h /i et à — A et 
l'équation précédente exprime cette propriété fondamentale de l'involution : 
les points doubles d'une involution sont conjugués harmoniquespar rapport à 
deux points correspondants quelconques M, M' et, réciproquement, les couples 
de points conjugués harmoniques par rapport à deux points fixes forment 
une involution. 
Si les points doubles sont imaginaires, la relation (3) prend la forme 

(5) XX' = -;e«, 

les abscisses des points doubles étant hi et — hi^ et l'on peut encore dire que 
deux points correspondants M, M' forment, avec les points doubles, une 
division harmonique. 

Il est facile de réaliser l'involution; en effet, il suffit de couper par une 
droite le système des cercles qui passent par deux points fixes A, B, Soient 
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M et M' les points d'intersection de l'un de ces cercles avec la droite X'X, 
et P le point de rencontre de X'X et de AB. On a PM.PM'= PA.PB. 

Si les points A et B sont d'un même côté par rapport à X'X, on pourra 
mener par ces points deux cercles tangents à X'X; les points de con- 
tact b), o)' seront les points doubles; nous savons déjà que tous les cercles de 
la famille considérée coupent à angle droit le cercle décrit sur uxo' comme 
diamètre. 

Une involution est déterminée quand on connaît deux couples de points 
correspondants M, M'; N, N'. 

En effet, en remplaçant dans l'équation (i) x et x' successivement par les 
abscisses des points donnés, on a deux relations pour déterminer les rapports 
de A, B, G. D'ailleurs, cette conclusion se tire encore de cette remarque : 
faisons passer un cercle quelconque par M et M' et un second cercle par 
N, N' et un point pris arbitrairement sur le premier, et soit P le point de 
rencontre de la droite X'X, sur laquelle sont tracés les points donnés, avec 
l'axe radical de ces deux cercles. Tout cercle passant par les points communs 
aux deux premiers coupera X'X en deux points R, H' tels que 

PR.PR'= PM.PM'= PN.PN'; 

ce qui démontre la proposition. 

Gela posé, au lieu de donner les abscisses de deux points correspondants 
d'une involution, on peut se donner les coefficients de l'équation du second 
degré qui a pour racines ces abscisses. Soient 

ûfjr'-l- ^x -H c = o, a' x^ H- b' x -+- c' -- o 

les équations définissant deux couples d'une involution; soit 

a'arî-i- y X -h c' = o 

une équation définissant deux autres points. Pour que ces points soient deux 
points correspondants de l'involution déterminée par les deux premiers 
couples de points, il faut et il suffit qu'il existe des nombres A, B, G tels que 



Donc 



I en résulte 



Aa — \^b -4- Gc = o, 
Aa' B6'-+-Gc' = o, 
Aa'— Bô''-+-Gc'=o. 



abc 




a! b' c' 


= ( 


a» b" c' 




a''=la-hl'a\ 


b'-lb^Vb', 


c' = /c -1- 


l'c', 
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ly /'yétant des constantes et, par suite, l'équation du second degré qui définit 
un couple variable de points correspondants est de la forme 

(6) {ax^-r-bx-h c)-i- X ( a x'^ -\- b' X -\- c' ) = o, 

X désignant un paramètre variable. 

Réciproquement, étant donnée une pareille équation, on peut toujours 
déterminer A, B; G tels que Ton ait, quel que soit X, 

A (a -4- Xa') — B (6 -f- X^»') -h G (c -i- Xc') = o, 

ce qui exige que 

Aa — B6-hGc = o, Aa'— B^»'-hGc'=o, 

et ce système détermine les rapports de A, B, G pourvu que a, 6, c ne soient 
pas proportionnels à a', 6', c'. 

Enfin, nous allons encore traiter le problème suivant : Trouver un couple 
commun à deux involutions tracées sur une même droite. 

Soient />,/?' les points doubles de la première involution, q, g' les points 
doubles de la seconde et, enfin, soient m, m' deux points correspondants 
communs aux deux involutions. Les deux divisions (/>, p', m, m') et 
(y, y', m, m') sont des divisions harmoniques; donc m et m' sont les points 
doubles de l'involution définie par les deux couples {py p')^ (q, q'). 

Il s'agit de savoir dans quel cas m et m' sont réels. 

Soient, plus généralement, 

ax^ -\- bx -k- c = o, a' x^ -\- b' X -+- c' = o 

les équations qui définissent deux couples de points donnés p,p'\ q, q'. L'in- 
volution définie par ces deux couples a pour équation 

{a-h\a')x^-{-{b-\-\b')x-\-c-\-\c =o\ 

les racines de cette équation sont égales si 

( 6 -h X ^ ' )* — 4 ( « -+- ^ «' ) ( c -H X c ' ) = o . 

Les points doubles m, m' seront réels si les racines de cette équation sont 
réelles, c'est-à-dire si l'on a 

(2ca'H-2ac'— 66')*— (6«--4«c)(6'2— 4a'c')>o. 

Or, si l'on nomme iCi, Xi les abscisses des points/?,/?' et x%y x^ celles des 
points y, q\ le premier membre de cette inégalité a pour valeur le produit 

4a'*(a ar|4- 6 iFs-t-c ) (a arJ-H 6 a:^H- c ), 
ou le produit égal 

4a' {a'x\-\-b'xi'\-c') {a'x\->r- b'x^H- c'); 
d'où il résulte immédiatement que l'inégalité est vérifiée si l'un des couples 
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p^p' OU q^ q' est composé de points îmaginaires conjugués ou, si les deux 
couples sont réels, quand ils sont extérieurs ou intérieurs. L'inégalité est 
renversée quand, les deux couples étant réels, ils empiètent l'un sur l'autre, de 
façon qu'un seul des points appartenant à l'un des couples soit situé entre 
les points de l'autre couple. 

317. Faisceaux en involution. — Soient OM, OM' deux droites variables 
issues d'un point fixe O; m^ m' étant les coefficients angulaires de OM et 
OM' par rapport à un système d'axes quelconques; si m et ni sont liés par 
une relation de la forme 

(7) A-h B(/n -h m') -+- Cm/n'= o, 

on voit qu'à chaque position de la droite OM correspond une position 
unique et déterminée de OM' et réciproquement. En outre, si OM' prend une 
position OA.' quand OM coïncide avec une droite OA, quand OM coïncidera 
avec OA', OM' prendra la position OA. On dit que les droites OM, OM' for- 
ment un faisceau en involution. Il est clair que les rayons de ce faisceau 
tracent sur une sécante une involution ponctuelle. Réciproquement, si l'on 
joint à un point fixe les points correspondants d'une involution ponctuelle, 
on détermine un faisceau en involution. D'ailleurs, si l'on prend pour axe 
des y une parallèle à la droite sur laquelle est finé^ la ponctuelle, l'origine eu 
des segments de cette ponctuelle étant sur l'axe des x^ le coefficient angu- 
laire d'une droite OM étant précisément égal au segment coM, on a, entre les 
coefficients angulaires m, m', la même relation qu'entre les segments uiM, 
oiM'. c'est-à-dire une relation de la forme indiquée plus haut (7). 

D'après cela, la théorie des faisceaux en involution se ramène immédiate- 
ment à celle des ponctuelles en involution. 

318. Gela posé, il revient évidemment au même de dire que deux droites 
OM, OM' sont deux rayons conjugués d'une involution, ou de dire que ces 
droites sont parallèles à deux diamètres conjugués d'une conique, comme 
cela résulte d'ailleurs de la forme de l'équation (7). 

Les rayons doubles de l'involution formée par les diamètres conjugués 
d'une conique sont les asymptotes de cette conique. 

Étant données deux coniques concentriques, pour trouver un système de 
diamètres conjugués communs, il suffit de trouver un couple de rayons cor- 
respondants communs à deux faisceaux en involution. Il résulte immédiate- 
ment de la discussion que nous avons faite plus haut que les rayons doubles 
de l'involution formée par les asymptotes des deux coniques seront réels si 
l'une des coniques est une ellipse ou si les deux coniques sont des hyperboles, 
pourvu que les asymptotes de l'une d'elles soient toutes les deux à l'intérieur 
de deux des angles opposés par le sommet, formés par les asymptotes de 
l'autre. 

En particulier, si l'une des coniques est un cercle, les diamètres conjugués 
communs au cercle et à la conique seront réels; ce sont les axes de la 
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conique. On retrouve ainsi l'équation en S; en effet, les directions asympto- 
tiques de la conique et celles du cercle étant définies par les équations 

kx^'\-iàBxy -\-Cy*=Oy ay^-Haay^cosO-h^*» o, 
on doit déterminer S de façon que 

(8) Aa?»-*- iBxy-h Cy* — S(a?»-t- ixjr cos^-\-y*) = o 
soit un carré parfait et, par suite, S doit être racine de Féquation 

(9) (A — S)(C — S)-(B — Scose)« = o. 

Le polynôme (8) étant un carré, sa racine carrée est proportionnelle à 
chacune de ses dérivées et, par suite, les axes sont parallèles aux droites 
représentées par Tune ou Tautre des équations 

(A — S)a? H- (B — S cosO) j^ = 0, (B — S cose)a? ^- (G — S)^ = o, 

dans lesquelles on remplace successivement S par les racines de l'équa- 
tion (9). 

Deux diamètres conjugués quelconques d'une conique forment avec ses 
asymptotes un faisceau harmonique, puisque les asymptotes sont les rayons 
doubles de Tinvolution déterminée par les diamètres conjugués. 

On nomme hyperbole équilatère une hyperbole dont les asymptotes sont 
rectangulaires (nous verrons bientôt la raison de cette dénomination). II 
résulte de ce qu'on vient de dire que les asymptotes d'une hyperbole équila- 
tère sont les bissectrices des angles formés par deux diamètres conjugués 
quelconques. Il en résulte immédiatement que, si deux diamètres d'une hyper- 
bole équilatère sont conjugués, les diamètres respectivement perpendiculaires 
aux premiers sont aussi conjugués et, réciproquement, si l'on peut trouver 
deux systèmes de diamètres conjugués (D, D') et (A, A'), D étant perpendi- 
culaire à A et D' à A', la conique est une hyperbole équilatère. 

Les asymptotes d'une hyperbole équilatère sont conjuguées harmoniques 
par rapport aux droites isotropes. On peut énoncer ainsi cette proposition : 
la droite de l'infini coupe un cercle et une hyperbole équilatère quelconques 
en quatre points conjugués harmoniques; et, réciproquement, si les points à 
l'infini d'une conique sont conjugués harmoniques par rapport aux points 
cycliques, cette conique est une hyperbole équilatère. On peut encore dire 
que les droites isotropes menées par le centre d'une hyperbole équilatère 
forment un système de diamètres conjugués. 

EXERCICES. 

1. Le lieu du centre des moyennes distances des points d'intersection d'une 
courbe algébrique et d'une sécante variable de direction donnée est une 
droite (diamètre de Newton). Examiner le cas d'une direction asymptotique. 
N1BWENOLOW8K1. — G. an., I. 18 
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2. Étant donnée une courbe algébrique, trouver le lieu du conjugué har- 
monique de rinfini sur chaque sécante parallèle à une direction donnée. 

3. Soit M un point d'une courbe algébrique donnée. Le lieu des milieu\ 
des cordes parallèles à la tangente en M passe par ce point. Trouver le 
coefficient angulaire de la tangente en M à ce lieu. 

4. Les ax.es étant rectangulaires, on considère la conique définie par 
Téquation 

[(x — «)*-+- {y — 6)' — c*J(i -h m') — (y — mx)^= o, 

dans laquelle a, b, c sont des constantes et m variable. Montrer que Taxe de 
la parabole représentée par cette équation passe par un point fixe. 

(École navale.) 

^ 5. On donne une parabole et un point fixe dans son plan. Un angle droit 
se meut dans le plan de la courbe, de manière que le sommet de cet angle 
décrive la directrice de la parabole et que Tun de ses côtés passe constam- 
ment par le point fixe donné. On demande le lieu des milieux des cordes 
interceptées par la parabole sur Tautre côté de Tangle. Lorsque la position 
du point fixe varie, le lieu obtenu se modifie. Quelle ligne décrit le sommet 
de ce lieu, lorsque le point fixe décrit une perpendiculaire à Taxe de la para- 
bole donnée? (École centrale, i865.) 

6. Exprimer qu'une droite donnée par son équation est un axe de symétrie 
d'une conique. 

— On identifie l'équation de la droite avec celle du diamètre conjugué à la 
direction perpendiculaire. 
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CHAPITRE XI. 

RÉDUCTION DE L'ÉQUATION DU SECOND DEGRÉ, 
AVEC DES AXES RECTANGULAIRES. 



Première méthode : par l'équation en S. 

319. Nous supposerons les racines Sj, Sa de Téquation en S dis 
tincles. Supposons en outre, par exemple, S« ^ A. L'équation 

(A— Si)a7-i-(B — SiCosô)^ = o 
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définit une direction principale. Prenons sur celte droite un point D 
à Funilé de distance de l'origine et soient (a, P) les coordonnées du 
point D; soit de même E le point pris à l'unité de distance de l'ori- 
gine sur la perpendiculaire menée par l'origine à la droite OD et 
soient a', P' les coordonnées du point E. La direction OE est la se- 
conde direction principale, qui correspond à So. Prenons pour nou- 
vel axe OX la demi-droite OD, et pour a\e OY la demi-droite OE; 
les formules de transformation sont 

x = aX-ha'Y, 7=pX-4-p'Y, 
ce qui donne 

Nous savons que a'ç>a+ p'<p'p= o; en second lieu, 

Mais <{y(a, P)= r, donc o(a, P) = Si. Pareillement© (a', p') = Sa et; 
par suite, 

(c) ç(a.3) = S,X2-+-SîY». 

On peut remarquer que, pour faire cette transformation, il n'est pas 
nécessaire de calculer les valeurs de a et P, mais seulement leur rap- 
port, et de même à l'égard de a' et p'. 

Si S| = S2, en prenant pour nouveaux axes deux droites rectan- 
gulaires quelconques menées par l'origine, on a identiquement 

^(x,y) =: A(X*-H Y«) - S, (Xs-H Y«). 
La transformation (i) est générale. 

320. Conique à centre unique. — Considérons maintenant une 
conique à centre unique à distance finie, ayant pour équation 

Nous cherchons d'abord les coordonnées ^o> >'o du centre, que nous 
prenons pour nouvelle origine en conservant la direction des axes 
primitifs; nous posons :r = ^o+ ^'> y =^yo^y^ et nous obtenons 
ainsi 
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Enfin nous ferons tourner les axes en appliquant la transforma- 
tion précédente (i); les nouveaux axes de coordonnées seront les 
axes de symétrie et nous aurons Tidenlité 



/(ar,7)^S|X«-hS,Y«H.^ 





L'équation réduite est donc 

S,X«-+-S,Y«-h ^ = 0. 



321. Système de deux droites parallèles. — On transporte l'o- 
rigine en un point quelconque (^o^o) de la ligne des centres en 
conservant la direction des axes primitifs, ce qui donne 

/(x^-^af, j'o-ny) s <p(a?', y') h- Ff 
Nous savons déjà calculer F| ; on a, par exemple, 

L'une des racines de l'équation en S, S| par exemple, est nulle. 
Changeant la direction des axes, l'axe OX correspondant à la racine 
nulle et OY à la racine 83, on obtient, en appliquant la formule (1), 

L'équation réduite est donc 

S,Yï-+-F, = 0. 

322. Parabole, — L'une des racines de l'équation en S est nulle, 
soit S| = o. On a, comme on l'a vu, 

sin*0 

Prenons pour axe OX la droite ayant la direction qui correspond à 
la racine nulle, pour axe OY celle qui correspond à S2, l'origine 
étant conservée ; on obtiendra ainsi 

Mais il faut calculer les paramètres a, ^ et a', ^' des deux directions 
principales. En supposant A ^ o, on a 

Aa -+• Bp = o. 
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Posons a = aB, p = — X A, et portons ces valeurs dans la relation 

a«-4- p*H- 2ap cos6 = 1; 



• • 



on trouve ainsi 






en posant 

e=d:i, R = H- /A» -f- B«— -2 AB cosO = H- /A^. 

On a ensuite 

( A — S,) a'-+- ( B — S, cosO) p' = o, 

d'où 

a' = }x(B — Sj cosô), P' = - fx(A — S,), 

et, en tenant compte de la condition 

a'»-hP'«-+-2a'P'cose = i, 



on obtient 



, AsinO , _, . 



Les formules de transformation 

a: = aX -+- a' Y, ^ = pX -h P'Y 
donnent 

f(x, y) = S, Y*-*- 2(Da H- E p ) X -h 2(Da'-+- E p') Y -f- F. 

Remarquons que le coefficient de X ne peut être nul, car il fau- 
drait supposer 

Da-t-Ep=:o, Aa + Bp = o, 

d'où Ton déduirait AE — BD = o; ce qui est contraire à notre hypo- 
thèse, puisqu'il s'agit d'une parabole proprement dite. 
La nouvelle équation est donc 

SîY»-h2D,X-h2E,Y-4-F =0 Dijiéo). 

Or on peut écrire ainsi cette équation : 

S.(v.|)V,D,(x.^-^,) = . 

par conséquent, si l'on transporte les axes parallèlement à eux-mêmes 
au point ayant pour coordonnées 

F EJ E, 
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en posant 

Téquation de la parabole prend la forme réduite 

S,Y'2-i-2D,X'=o. 

11 importe de remarquer que les coefficients de Téquation réduite 
sont les mêmes que ceux de Téquation obtenue après la première 
transformation, de sorte que, pour les obtenir, le calcul de a' et ^'est 
inutile; ce calcul n'intervient que pour la détermination des çoor- 
' données X^, Yf, qui sont les coordonnées du sommet. Le nouvel axe 
des X' est Taxe de la parabole, Taxe des Y' est la tangente au som- 
met. 

DEUXIÈME MÉTHODE I PAR LA TRANSFORMATIOIf DES COORDONNÉES. 

323. Si les axes auxquels la courbe est rapportée sont obliques, 
on peut d'abord remplacer Taxe des y par une perpendiculaire à 
Taxe des x menée par l'origine, en posant 

a* -h^ cos6 = X, ^î5inO=Y. 

Nous supposerons cette première transformation effectuée, si elle 
est nécessaire, et nous partirons de l'équation 

A x^ -+- y. B xy -j- i\y^ -h 2 1) j- -r- •;►. V.y -4- F = o, 
rapportée à deux axes rectangulaires. 

324. 1** Conique à centre, — On transporte d'abord les axes pa- 
rallèlement à eux-mêmes, de façon que la nouvelle origine soit le 
centre de la courbe donnée. La nouvelle équation sera, en désignant 
encore les nouvelles coordonnées par x^^y pour simplifier l'écriture, 

A 

Cela étant, faisons tourner les axes d'un angle a autour du centre 

en posant 

ar = Xcosa — Ysina, ^ = Xsina-i- Y cosa. 

On obtiendra l'équation 

A'X*-hG'Y»-i- V = 0, 
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si Ton pose 

(i) A'= A cos'a -4-aB sinot cosa -t- C sîn'a, 

(2) C'=Asin*a — aB sinacosa -+- Gcos*a, 

et si l'on détermine a en écrivant que le coefficient de XY est nul, 
c'est-à-dire 

(3) (G — A)sina cosa ■+- B(cos*a — sin'a) = ô. 

En divisant le premier membre de cette équation par cos^a, on 
obtient une équation en tanga qui donne les coefficients angulaires 
des axes; équation que nous avons déjà obtenue plus haut. On peut 
procéder autrement; on déduit, en efiet, immédiatement de Téqua- 
tion précédente, 

2B 

(4) ^^^^ ^* =^ JZIc' 

2B 
Soitcp l'un des angles ayant pour tangente ■ . __ ^ ; on peut supposer 

que cet angle soit compris entre — 90° et -j- 90** : il sera déterminé 
par les Tables trigonométriques ; on aura ensuite 

2a = ç -H A:. 180*, 
ou 

a= Jtp + A-. 90% 

ce qui donne, pour le nouvel axe OX, quatre directions correspon- 
dant aux angles 

«i = ï?» a» = j ç -+- 90"» a3 = if-Hi8oo, «4=1^-4-270°. 

Supposons que l'on ait adopté l'une de ces solutions et soit a 
l'angle choisi; il s'agit de calculer A' et G. On déduit des équa- 
tions (i) et (2) 

(5) A'-+- G'= A -h G, A'— G'= ( A — G) cosaa h- 2B sinaa. 
L'équation (4) donne 

sinaa cos2a i y , v 

aB A — G ev/(A — G)«-h4B« 

Tirant de ces équations sinaa et cos2a, et portant les valeurs 
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trouvées dans l'expression de A' — C, on obtient 

(6) A'— G'=ev/(A — G)«-i-4B». 

Connaissant a, on connaît les signes de sin 2 a et de cos 2 a, par con- 
séquent e est déterminé. 

Si, au contraire, on veut que A' — C ait un signe déterminé, on 
se donnera e et^par suite, les signes de sin 2 a et cos 2a; on déter- 
minera ensuite a par la condition que sin 2 a ait le signe voulu. 

On peut encore remarquer que les équations (5) et (6) donnent 

(7) A'C' = AC — Bî. 

Les formules (5) et (7) nous étaient déjà connues. 

2® On procédera d'une façon analogue dans le cas de deun droites 
parallèles. 

3° Parabole. — Nous supposerons l'équation de la parabole mise 

sous la forme 

(ax-h byy-+- 2Dx-^iEy -hF = o. 

Faisons tourner les axes d'un angle a; en employant les formules 
de transformation connues, on obtient l'équation 

[x'{a cosa h- b sina) -f-^'(6 cosa — a sina)]* 
-h 2(Dcosa -H E sina)a7'-h2(Ecosa — Dsina)^'-h F = o. 

Nous déterminerons a par la condition que le terme en x'y manque 
dans la nouvelle équation; pour cela, il faut et il sufBl que le coeffi- 
cient de l'une des variables manque dans le crochet. Nous pose- 
rons 

a cosa -H 6 sin a = o, 

d'où 

sina cosa i 



En substituant dans l'équation précédente, on obtient 

On sait déjà que le coefficient de a^ ne peut être nul. On voit que 
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la position du nouvel axe des x est déterminée, puisque 



a 
tanga = — j- 

Mais on peut choisir arbitrairement la direction positive, et, par 
suite, déterminer e. L*équation ayant la forme 

(a«-i- 6*)y«-H 2D,a7'-h 2E,y-+- F = o, 

on achèvera, comme plus haut(32S), en transportant les axes paral- 
lèlement à eux-mêmes au sommet de la parabole; l'équation réduite 

sera 

(a«-hô«)Y«-4-2DiX = o 

TROISIÈME MÉTHODE : USAGE DES INVARIANTS. 

325. Conique à centre. — On transporte d'abord les axes au centre (xa^yo) 
sans changer leurs directions, en posant 

ce qui donne, comme on Ta vu, 

A 

/(a?,JK)s<p(j:',y)4-§-- 

Gela étant, changeons la direction des axes et prenons pour axes de coor- 
données les axes de la conique, ce qui donne une identité de la forme 

(I) (p(:r',y)=A'X«-hG'Y«, 

de sorte que l'équation de la conique sera 

A'X«-hC'Y«-f-^ =0: 



il s'agit de calculer A' et G'. 
Pour cela, remarquons que si est l'angle des axes primitifs 

(a) a?'*-f-2a?'ycose-t-y*sX«-f-Y». 

On déduit des équations (i) et (2), S étant un paramètre arbitraire, 

(A — S)a7'«-n2(B — Scose)a?'/'-h(G — S)y««(A'— S)X«H-(G'— S)Y«. 

Mais le discriminant de 9(2?',^)— S'^{x\y) est un invariant; on en con- 
clut que les équations 

( A — S) (G — S) - (B - S cosO)» = o, (A'— S) (G'- S) = o 
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sont identiques. Les racines de Téquation en S, relative à la conique donnée, 
sont donc précisément les coefficients A', G' qu'il s'agit de calculer. Soient Sf , 
St ces racines : posons A' = Si, G' = Si; on a ainsi 

(A — Si)^'»-+-2(B — S,cose)ary-+-(G — S,)y«s(S,— S,)Yî. 

Donc l'équation 

(A — S,)^'*+2(B — S,cose)a?y-{-(G — Si)y* = o 

représente deux droites confondues avec le nouvel axe des X. Le premier 
membre étant un carré parfait, sa racine carrée est identique, à un facteur 
prés, à l'une ou à l'autre de ses dérivées; par exemple, si A— Si ?i^ o, l'équa- 
tion du nouvel axe des X est 

(A~ S,)ar'-h(B — Sicos0)y = o. 

Si cette équation disparaissait, la demi-dérivée par rapport à y se réduirait 
à ^G — A)y, et, par suite, le nouvel axe des X serait parallèle à l'ancien. 

326. Deux droites parallèles. — Supposons A /«^ o; la ligne des centres 

a pour équation 

Ax-+- Bj^-h D = o. 

En prenant cette droite pour axe des X, l'axe des Y étant une perpendicu- 
laire, on aura, pour équation réduite, 

S,Y«-i-F, = o, 

et nous savons que 

ùbk <^A dA 

, dÂ -^ ^-G -^ dB ^^^^ 
^*= ^ 

Si l'on nomme ^.d la distance des deux parallèles, on a 

Sjû?*H- Fi = o, 
ou 

i)\ r)A dA 

r,d^ dA -^ d G ^ dB ^^^^ ^ 

donc 

dA dA dA « Ti ,, 

dA dG dB sin*6 

Le premier membre est donc un invariant. Quand on suppose 8 = 0, A = o, 

l'expression 

dA dA dA 

dA-^dC^dB^"^^ 

sinte 

reste invariable si l'on fait un chano^ement de coordonnées. 
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327. Parabole. — Nous savons former l'équation de l'axe; si l'équation de 
la parabole est mise sous la forme 

{ax-\- byY -f- '2 Dar -f- 2 Ej^ H- F = o, 

l'équation de l'axe sera 

ajo ->[- by -\' h ^=^ o, 

h étant un coefficient que l'on peut calculer. On obtiendra le sommet en pre- 
nant l'intersection de l'axe avec la parabole ou, plus simplement, avec la 
droite représentée par l'équation 

A' -h '2 D J7 4- 2 fi)^ -h F — o. 

En prenant pour axe des X l'axe de la parabole et pour axe des Y la per- 
pendiculaire à l'axe menée par le sommet, e'cst-à-dire la tangente au som- 
met, l'équation de la parabole sera de la forme 

G'Y«-h2D'X = o. 
Il s'agit de calculer G' et D'. On a identiquement 

/(jr,7)==C'Y2 4-2D'X. 

Or, on sait que . ' et . ,^ restent invariables; donc 
* sin*0 sin'6 



G'= ~-7 =S,, — C'D'«= -r^ 
siii-0 *' sin*e 



1 



— A 
et, par conséquent, D'* = — . ,. ■ On ne détermine que le carré de D'; par 
■^ ^ Sjsm*© ^ 

suite, la valeur absolue de D' est seule connue; cela tient à ce que l'on peut 

choisir arbitrairement la direction positive de l'axe des X et un changement 

de sens des X positifs amène un changement de signe du coefficient de X. 

On a ensuite 

D'« _ -^ s in^e 

G^ ~ ^» 
On peut donc enfin mettre l'équation de la parabole sous la forme réduite 

Y2=2/>X, 

en posant 

^ . (~-A)» sin'e 

La valeur absolue de la. constante p se nomme \t paramètre de la para- 
bole. 

328. Autre méthode relative à la parabole, — Nous ferons connaître 
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une dernière méthode de réduction relative à la parabole. Soit 

(ax -h bjr)^-h 2Da7-i-aE/ -h F = o 

réquation d'une parabole. Les équations 

ax -\- by = o^ a D a: -+- a Ey -h F = o 

représentent : la première, un diamètre; la seconde, la tangente à rextrémité 
de ce diamètre. Si ces deux droites étaient rectangulaires, on connaîtrait 
ainsi l'axe et la tangente au sommet. L'équation de l'axe de la parabole est 
de la forme 

( I ) ax -\- by -{- X = Oj 

ce qui conduit à écrire l'équation de la parabole de cette manière 

(éwr H- 67 -h X)*4- a(D — aX)a: -h a (E — 6X)r -♦- F — ^*= o- 

L'équation a gardé sa forme primitive, de sorte que l'on a conservé en 
évidence les premiers membres des équations d'un diamètre et de la tangente 
à son extrémité. 

1** Supposons les coordonnées rectangulaires et écrivons que l'équation 

('!) a(D — aX)a?H-a(E--6X)j^-i-F — X»=o 

représente une perpendiculaire au diamètre représenté par l'équation (i). La 
condition 

a(D — aX)-h6(E — 6X)=o 

détermine X ; l'axe de la parabole a donc pour équation 

aDH-6E 

ax-\-by -\ rz- = o, 

•^ a* H- ^2 

et la tangente au sommet 

Quand l'équation de la parabole est sous la forme Aar*-»- ^Bxy -j-, . . =0, 
ces équations deviennent, en supposant A /^ o, 

AD-+-BE 
A^ + B7^-^-^^-=o, 

a(A + C) [(CD - BE)a? -H( AE — BD)j^] 
H- F(A -h G)«— (AD«H- GE«-h aBDE) = o. 

Il résulte de là que les coordonnées du sommet sont des fonctions ration- 
nelles des coeffîcients de l'équation. 
Prenons pour axe des X l'axe de la parabole et pour axe des Y la tangente 
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au sommet, on aura, pour un point quelconque du plan, 



2(D — aX)a?-4-2(E — 6X)^-+-F — X«=2X/(D — aX)»^-(E — 6X)«. 
Pour tout point {op^y) de la parabole, Téquation suivante est vérifiée : 

Or, 

D — aX _ E — 6X _ D^ — Eg _ /(D — aX)*-KE — ^>X)« ^ 
b ~ — a ~ a«H-6î ~ yja^-^b^ ' 

donc l'équation réduite est 

Y«-2/>X, 
en posant 

_^ Dô — Ea 

p =z± r • 

(a«-+-6*)* 
-2'' Supposons les axes obliques. On détermine d'abord X par la condition 

a(D — aX)-h6(E — 6X) — [a(E — ^^X)-4-6(D — aX)]cosO = o. 
On écrit ensuite les formules de transformation : 

aa? H- 6^ -H X = Y /a* -H 6*— 'xab cos6, 

2(D — aX)j7-4-2(E — ^>X)j^-hF — X« 

= 2X/(D — aX)*-h(E — ^>X)»— 2(D — aX)(E — 6X)cosO. 
Puis 

D — aX E — 6X D6— Ea 



6 — acos6 6cosô — a a* h- 6^ — 2a6cosô 

\/(D — aX)»-+-(E — 6X)« — 2(0 — aX)E — 6X)cosO 

^s ^.^— ^^^^^^^— i^.^.^.^.^— ^— — ^^^^^^— — — — ^^^^— — — — ^^^^-^^^^^— — — ■^— — • 

sin6i/a*-+- 6* — lab cos6 

• 

On obtient donc l'équation 

Y»-2/>X, 
avec la condition 

_^ (D6 — Ea)sin«0 

/'=± 3- 

(a*-i- 6* — 2aô cos6)' 

EXERCICES. 

1. Rapporter à ses axes de symétrie la conique ayant pour équation 
^'+^* = i, l'angle des axes coordonnés étant quelconque. Appliquer à cet 

exemple les différentes méthodes et supposer ensuite = •? • 

2. Même question que pour x^ — y^ = i. 

3. Réduction de l'équation (aa: -f- ôj/'-h c)*ifc(a'a? -h 6^ H- c')'= i, les 
axes étant rectangulaires. 
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4. Réduction de l'équation (^ — a)*-h(^ — & )* = ( /a: -h /n^ + A )* (axes 
rectangulaires). 

5. Même question pour l'équation 

(x — a^)-h {y — ^)*-h2(T — rt)(j — 6)cosO = (/x -h my -h A)*, 
désignant l'angle des axes. 

6. Réduction de l'équation x^ -\- 4 xy -h r"^ — 2a:-f-i = o, (0= '^)' Former 
l'équation en S. 

7. Réduction de l'équation (^x-hy -\-i)^ — x — iy^ n°0 = -;2'Ô=-;|)- 



►VVV* 



CHAPITRE XII. 

LONGUEUR DES AXES D'UNE CONIQUE. THÉORÈMES 

D'APOLLONIUS. 



Équation aux carrés des longueurs des demi-axes 

d'une conique à centre. 

329. L'équation d^une conique à centre unique, rapportée à ses 
axes de symétrie, est, comme nous savons, 



Cette équation représente une ellipse si les racines S|, Sa de 
l'équation en S ont le même signe, c'est-à-dire si >► o. Pour que 
l'ellipse soit réelle, il faut et il suffît que S|A soit négatif. On en 
conclut que S| a le même signe que A, ce qu'il est d'ailleurs aisé de 
reconnaître, car si l'on suppose, par exemple, A > o, en substituant 
dans le premier membre de l'équation en S successivement o, A, 4-00, 
on trouve les signes +, — , -h pour les résultats de ces substitutions. 

Supposons donc remplies les conditions o^o, S|A<;o. L'axe 
des X coupe l'ellipse en deux points réels qui sont deux sommets et 
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dont les abscisses, égales et de signes contraires, sont les racines de 
l'équation S| x^-f- t> = o. 

En désignant par a la distance au centre de chacun de ces som- 
mets, on a S| = — 5—; • 

Pareillement, Taxe des y coupe l'ellipse en deux points qui sont 
deux autres sommets réels et dont les ordonnées sont les racines de 

l'équation 82^^^ -h - = o. 

En appelant h la distance au centre de chacun de ces sommets, 

on a 82 = — §Tï^^» P*'^ conséquent, l'équation de l'ellipse prend la 

forme ^4-^ = 1. 

Les longueurs 2 a, 26 se nomment les axes de l'ellipse. La plus 
grande de ces longueurs se nomme le grand axe, l'autre, le petit 
a^ce. 

Si l'on suppose ci > 6, on voit que si l'on prend sur l'axe des x^ à 
partir du centre, deux points F, F' situés à une distance du centre 

égale à \ja^ — 6^, la courbe dont nous venons d'obtenir l'équation 
coïncide avec l'ellipse définie comme lieu des points dont la somme 
des distances aux deux points F, F' est constante et égale à 2a. La 

longueur 2 c = 2 y/a^ — 6^ se nomme la distance focale et le rap- 
port - V excentricité. 

Supposons, en second lieu, o<;o et, par suite, S|S2<o; la 
courbe est une hyperbole; supposons, en outre, S4A>o; alors, il 
faut supposer 82 A •< o. Il en résulte que l'axe des x coupe l'hyper- 
bole en deux points réels et l'axe des y la coupe en deux points ima- 
ginaires conjugués. Nous poserons Si a^-f- ts = o, — 5^6-+ ^ = o. 

L'équation prendra ainsi la forme — — -^ = i, et nous appelle- 
rons : 2 a la longueur de Vaxe transverse; 26 la longueur de 
Vaxe non transverse ou, comme on dit aussi, la longueur de Vaxe 
imaginaire^ bien que h soit réel. 

Si l'on détermine sur l'axe des x^ de chaque côté du centre, deux 

points F, F' dont la distance au centre soit égale à \Ja^ 4- 6*-*, on voit 
que la courbe définie par l'équation précédente est le lieu des points 
dont la différence des distances aux deux points F, F' est con- 
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slanle et égale à 2a. On justifie donc ainsi le nom d^hyperbole. Si 
l'on pose 2C = ^a^ 4-6*, ac se nomme la distance focale et - V ex- 
centricité. 

L'excentricité d'une ellipse est moindre que Tunité, celle d'une 
hyperbole est plus grande que l'unité. 

Les asymptotes ayant pour équations y^=.-x ^X y •= x^ 

chacun des angles opposés par le sommet et formés par les deux 
asymptotes y dans lesquels se trouvent les deux branches de l'hyper- 
bole, est aigUy droit ou obtus suivant que l'on suppose a >• 6, a = 6, 
a<ib. Lorsque a'=^b^ on dit que l'hyperbole est équilatère; les 
asymptotes d'une hyperbole équilatère sont rectangulaires et réci- 
proquement. On peut donc appeler hyperbole équilatère celle dont 
les asymptotes sont rectangulaires. La condition pour que l'équation 
/(j?, j^) = o représente une hyperbole équilatère est, d'après cela, 

A-^C — aBcos6 = o 

ou TJ = O. 

L'équation 

représente une seconde hyperbole dont l'axe imaginaire est égal à 2a 
et l'axe réel à 26. On dit que les hyperboles représentées par les 
deux équations précédentes sont conjuguées: Taxe réel de l'une est 
égal à l'axe imaginaire de l'autre. 

Il est facile de trouver les carrés des longueurs des demi-axes 
d'une conique à centre dont on donne l'équation /{x^y) ==0, rap- 
portée à deux axes quelconques. En effet, S désignant l'une quel- 
conque des racines de l'équation en S, si l'on pose S = — g-> s'il 

s'agit d'une ellipse, en remplaçant S successivement par S| et S^, 
on trouvera p = a* et p = è^; s'il s'agit d'une hyperbole et si l'on 
suppose S| A^o, on trouvera, pour S = S|, p = a^ et, pour 8 = 82, 
p = — 6^ ; c'est l'inverse, si S« A est négatif. 
Il en résulte que l'équation 

a pour racines a^, b^ s'il s'agit d'une ellipse; a^, — 6* (6*, — a*) 
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s'il s'agit d'une hyperbole; c'est donc V équation aux carrés des 
longueurs des demi-axes. 
En développant, on obtient 

8»p«H- 7)oAp -\- A* sin«e ^ o. 

330. Problème. — Uéquation f{x, y) =^ o représentant une 
hyperbole, trouver V équation de l* hyperbole conjuguée. 

Si nous rapportons l'hyperbole à ses axes de symétrie, son équa- 
tion sera de la forme 

S,X«-i-S,Y«-+-| = 0, 
et nous savons que 

L'hyperbole conjuguée a pour équation 

son équation, rapportée aux axes primitifs, est donc 

*A 

On voit par la même méthode que le faisceau des asymptotes a 
pour équation 

fi^yy)- ■^ = ^• 

331. Remarque relative aux invariants. — Nous avons trouvé trois ex- 
pressions 

5 7) A_ 

sin^ô' sin^e' sin«e' 

qui restent constantes quand on fait une transformation de coordonnées, 
pourvu, il importe de ne pas Toublier, qu'on ne supprime ou qu'on n'intro- 
duise aucun facteur commun dans les coefficients de l'équation transformée: 
il est facile de prouver qu'il n'existe pas d'autres expressions invariables, dis- 
tinctes des précédentes. En effet, nous avons obtenu l'identité 

et nous avons les relations 



^ 



ft TT À 

• ./T = SiSj, . «Q = Si -t- Sj, . .Q = Si S2F1. 

sin'O sin'6 sin'O 

N1EWENGLOW8KI. — G. an,, I. 19 



âgO CHAPITRE XII. 

S'il existait une quatrième constante, elle fournirait une quatrième relation, 
distincte des précédentes, entre A, B, G, D, E, F, Si, S^, Fi, 6. En éliminant 
entre les quatre équations obtenues Si, S^ et Fi, on aurait une relation entre 
les coefficients A, B, C, D, E, F et l'angle 6, ce qui est absurde puisque ces 
coefficients et sont arbitraires. 

Dans le cas de la parabole, on a trouvé l'identité 

{ax -h 6x)«-4- 2Da? -f- 2E/ — F .- C, Y»-r 2D1X 

et les relations 



sin«e '' sin«e 

Si l'on pouvait trouver une autre relation distincte de ces deux précé- 
dentes, en éliminant entre ces trois relations Ci et Di, on aurait une relation 
entre a, 6, D, E, F et 6, ce qui est absurde. 

Nous avons déjà montré le parti que l'on peut tirer de la connaissance des 
invariants; nous allons en montrer d'autres applications. 



Théorèmes d'Apollonius. 
332. Soit 

l'équation d'une conique à centre rapportée à ses axes de symétrie; si e = -+-i, 
cette conique est une ellipse; c'est une hyperbole quand e= — i. Prenons 
pour nouveaux axes de coordonnées deux diamètres conjugués; en nommant 
a/, y les nouvelles coordonnées, les formules de transformation donnent 

A, B, G étant des constantes. L'équation de la conique rappor ée aux nou- 
veaux axes est donc 

Aa?'«-h2Ba?y-hCy«--i =0. 

Mais ces axes sont, par hypothèse, deux diamètres conjugués, donc B=> o. 
Si 6 = 4- 1, A et G sont positifs, et Ton peut poser 

Si e = — I, A et G ont des signes contraires. On peut supposer A > o et 
G < o, et poser 
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La nouvelle équation sera donc 

et, d'après ce qui précède, 

^^ a« 66» a^ sa'* 

Soit Tangle des deux diamètres conjugués; la théorie des invariants donne 
les deux relations 

. X _i_ _ î 

' '^ a^b^ "" a'«6'2 sin26' 

De l'équation (5) on tire 

ab = a'b' sinO, 

et, par suite, on déduit de l'équation (4), 

<6) a«-hEè»--=a'î-t-eè'». 

Donc, dans l'ellipse : i" la somme des carrés des longueurs de deux dia- 
mètres conjugués est égale à la somme des carrés des longueurs des deux 
axes; a** le parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués est 
équivalent au rectangle construit sur les deux axes. 

Quand s = — î, l'équation (2) montre que l'axe Ox' coupe l'hyperbole en 
deux points réels, et ia' est la longueur du diamètre dirigé suivant l'axe 
des x'\ le diamètre dirigé suivant Taxe des ^' est imaginaire, mais nous con- 
venons d'appeler 26' la longueur de ce diamètre imaginaire. L'hyperbole con- 
juguée de la première a pour équation, par rapport aux axes primitifs, 

donc, en vertu de l'identité (3), son équation, rapportée aux nouveaux axes, 
est 

__=/_+, =0; 

il en résulte que ib' est la longueur d'un diamètre de l'hyperbole conjuguée 
à la première. Les choses étant ainsi entendues, nous énoncerons ces théo- 
rèmes : 

Dans Vhyperbole : i" la différence des carrés des longueurs de deux 
diamètres conjugués est égale à la différence des carrés des longueurs 
des deux axes; 
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2° Le parallélogramme construit sur deux diamètres conjugués est 
équivalent au rectangle construit sur les deux axes. 

Ces théorèmes ont été trouvés par Apollonius, 

On démontre ces théorèmes de bien des manières. Ainsi, par exemple, en 
partant de l'identité 

on voit que les équations en S, 

(1 — a«S) (i — 60* S) = 0, (i - a'«S) (i — e6'«S) — £a'«ô'«cos*eS» = o, 

sont identiques; en écrivant que les coefficients de S* et de S sont les mêmes 
dans les deux équations, on obtient les relations qui constituent les théorèmes 
d'Apollonius. 

On peut présenter cette même démonstration sous forme géométrique. 
Supposons qu'il s'agisse d'une ellipse. 

En retranchant membre à membre les équations 

a?* y* a?' y* 

on obtient 

équation qui représente deux droites passant par les points communs à l'el- 
lipse donnée et au cercle concentrique de rayon R; ces deux droites se con- 
fondent et le cercle est bitangent à Tellipse quand R*= a* ou quand R*= 6*. 
Reprenons le même calcul quand les axes sont deux diamètres conjugués 
de l'ellipse; les équations des deux courbes sont alors 

x'^ y'* a?'*-f- 2ir'y'cosO h- y'« 
5^.^'6T-'=°. ^Ri ^-1 = 0; 

en retranchant membre à membre, il vient 

^ \a'^ RV Rt ^^ \b'^ R«y -''• 

Les deux droites représentées par cette équation seront confondues si 

cos*0 



\a'~^ RV U'* Rv 



= o, 



ou, en développant, 

R*— R«(a'»H- ô'«) H- a'*6'» sin»e = o. 

Mais on connaît déjà les racines de cette équation, qui sont a* et b^ ; donc, etc. 
Cette démonstration est attribuée à Ë. Galois. 



LONGUEUR DBS AXES d'UNE CONIQUE. THÉORÈMES d'aPOLLONIUS. 298 

333. Autres applications des invariants. — i'* Soit 

Kx*-{- iBxy -h Cy^ — 1 = 

l'équation d'une conique rapportée à deux axes rectangulaires passant par 
son centre. La somme A -t- G reste constante quand on remplace ces axes par 
deux nouveaux axes rectangulaires. Or les inverses des carrés des deux demi- 
diamètres dirigés suivant Ox et Oy ont pour expressions x ^^ r » donc : dans 

une conique à centre la somme des inverses des carrés de deux diamètres 
rectangulaires est constante. 
On peut interpréter autrement ce résultat. En effet, soit 

xcosoL -i-j^sina — h = o 

l'équation d'une droite, en appelant / et V les distances à l'origine des traces 
de cette droite sur les axes, on a 

/cosa — A, /'sina = /i; 
donc 

I _ I I 

II en résulte immédiatement que la distance au centre d'une corde vue du 
centre d'une conique sous un angle droit est constante, et, par suite, toutes 
les cordes d'une conique vues du centre sous un angle droit sont tan- 
gentes à un cercle concentrique. 

1° Les asymptotes d'une hyperbole forment quatre angles; une branche de 
la courbe est dans l'un de ces angles, l'autre branche étant située dans l'angle 
opposé par le sommet. Nous appellerons angle des asymptotes à' unehy^^T- 
bole la valeur commune de ces deux angles dont les côtés comprennent la 
courbe. Nous nous proposons de reconnaître dans quel cas l'angle des asym- 
ptotes d'une hyperbole est aigu, obtus ou droit. 

Si l'on appelle ia l'axe transverse, 26 l'axe imaginaire et 2(o l'angle des 
asymptotes, 

tanfi[(i> = — • 
^ a 

Or, si l'équation de l'hyperbole, rapportée à deux axes quelconques, est 
y(ar, y) = o, on a identiquement 

X étant une constante. Mais 



> • .#> ■ = —TTZi 



sin*e a«6» sin«a a«6» 

d'où 

A " X« 
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Donc, Tangle des asymptotes est aigu, droit ou obtus, suivant que le rapport 
~ est négatif, nul ou positif. 

334. Diamètres conjugués égaux, — Quand la conique est une 
hyperbole, si Ton suppose a'= h\ on en déduit a = 6 et récipro- 
quement. 

Dans le cas de Tellipse, pour que deux diamètres aient même lon- 
gueur, il faut et il suffit qu'ils soient symétriques par rapport aux 
axes, comme on le voit en coupant une ellipse par un cercle concen- 
trique; or, la relation entre les coefficients angulaires de deux dia- 
mètres conjugués d'une ellipse dont les axes sont ia et 26 se ré- 
duit à mrrJ = — — quand on prend pour axes de coordonnées les axes 

de symétrie de cette ellipse. Si m'^^ — m, on a m^ = - • On en 

conclut que les diagonales du rectangle formé par les tangentes aux 
sommets constituent un système de deux diamètres conjugués dont 
les longueurs sont égales, la longueur commune ayant pour valeur 

~ et le sinus de Tangle de ces diamètres étant égal à -^ — j^? 

comme le montrent les théorèmes d'Apollonius. 

L'équation d'une ellipse rapportée à ses deux diamètres conjugués 
égaux est 



EXERCICES. 

1. Étant donnée la conique représentée par l'équation 

Xx^-h ^hxy -h Cy^ = i, 

trouver les longueurs des diamètres conjugués qui font entre eux un angle 
donné a. Cas particulier : a = 45". 

2. Trouver les axes de la conique ayant pour équation 

(x-f-j^ — i)«-f-(a?— ^ — i)» = 1. 

3> Appliquer la méthode de Galois (332) à la recherche des axes d'une co- 
nique à centre. On obtiendra ainsi la direction et la grandeur des axes de la 
conique. 

4. Trouver par la même méthode la direction et la grandeur des diamètres 



v/ 
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conjugués égaux d'une ellipse. — On écrit que les droites joignant le centre aux 
points d'intersection avec un cercle concentrique ont des directions conju- 
guées. Examiner et discuter les résultats obtenus en appliquant cette méthode 
à l'hyperbole. 
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335. On dit que deux figures planes F, F' sont homothétiques, 
quand il existe dans leur plan {fig. 86) un point S tel qu'à tout 
point M de la première figure corresponde 
un point M' situé sur la droite SM et véri- ^^^' ^^* 

fiant la relation 



SM' ~ ' 




a> 



k désignant un nombre constant, positif si 

les segments SM, SM' sont dirigés dans le 

même sens; négatif, s'ils sont dirigés en sens contraires. Le point S 

se nomme le centre d^ homothétie des deux figures, et k le rapport 

d^homothétie. 

Enfin, on dit que Thomothétie est directe quand le rapport k est 
positif, inverse quand il est négatif. 

Si l'on nomme Xoi yo les coordonnées de S, ^, ^ celles de M et 
enfin x\ y' celles de son homologue M', les projections de deux 
segments d'une même droite étant proportionnelles à ces segments, 
on a 



X — Xq 

d'où 



^k, 



(i) X = Xt{i— /c)-i- kx', et pareillement y=yo(i — k)-T-ky'. 
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Si le point M décrit une courbe C ayant pour équation fix^y) = o, 
la courbe C décrite par M', c'est-à-dire la courbe homothétique 
de C, aura pour équation 

/(a -h kx\ 6 -4- A:/ ) = o, 

en posant, pour abréger, 

On voit que le point (a, 6) esl le point de la première figure qui 
est rhomologue de l'origine regardée comme appartenant à la 
seconde figure. 

Supposons que le centre d'homothétie se déplace, le rapport k 
restant constant; si l'on nomme Xs^yx les coordonnées du nouveau 
centre S| et x^ ^ y les coordonnées du nouveau point M" homologue 
de M, on aura 

Îx =i xA\ — X: ) -H Arar", 
^=^1(1 — A:)-hAy. 

En comparant les formules (i) et (a), on obtient 



ce qui prouve que les segments M' M'' et SS| sont parallèles et dans 
un rapport constant, de sorte que la figure F"', homothétique de F' par 
rapport à S|, se déduit de la figure F' par une translation. Ces deux 
figures sont donc égales. 

336. Si P et P' sont deux points homologues des figures F, F', les 

rayons PM, P'M' sont parallèles et dans le rapport k. Et, réciproque- 
ment, s'il existe dans le plan des figures F, F' deux points fixes 

P, P', tels que les rayons PM, P'M' soient parallèles et dans un rap- 
port constant, M et M' étant deux points variables de ces figures, 
F et F' sont homothé tiques. 

En effet, en désignant par (x^ y) et (^', y^) les coordonnées de M 
et de M', et par (a, p) et (a', P') celles de P et de F, on a, si les 
figures sont homothétiques, le centre ayant pour coordonnées 

X = Xq{\ — k) '\' kx\ a = a?o(i — A:) H-A:a', 

y--y^{i-k)^ky\ p=^o(i-^*)-4-A-p', 



d'où 

(3) 
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Et réciproquement, en posant 



a?o = 



a — ko! 






on déduit des équations (3) 



ou 



X — kx'= ai— X:a' = aro(i — k) 
X = Xo(t — k)-i- kx', .... 



D'ailleurs ces propositions se démontrent avec la plus grande faci- 
lité parla Géométrie. 

337. Quand deux courbes sont homothétiques, si l'une d'elles a un 
centre, l'autre en a aussi un, et ces deux courbes sont homothétiques 
directes et homothétiques inverses. 



Fig. 87. 



En eiïety soient G et G' deux courbes homothétiques {fig> 87) et supposons 
que la courbe G ait un centre O ; soit S 
le centre d'homothétie que nous suppo- 
serons, par exemple, directe. 

Gonsidérons un point M de la courbe G, 
et son symétrique N par rapport au 
centre O. Soient M', N', 0' les points 
homologues de M, O, N. On a, k étant 

SO 
le rapport d'homothétie, -^jv = k; donc 

le point O' est fixe et, comme il est évi- 
demment le milieu de M'N', O' est un centre de la courbe G'. 
En second lieu, la droite M'N coupe SOO' en un point S' tel que 










= -k; 



ce qui prouve que S' est fixe et, comme on a aussi 



S'N 



OM 



= -^, 



les deux courbes G et G' sont homothétiques inverses; mais on doit remar- 
quer que les deux rapports d'homothétie sont égaux et de signes contraires. 
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Réciproquement, si deux courbes C et G' sont homo thé tiques directes et 
inverses, dans les rapports k et — A', elles ont chacune un centre. 

Soient S et S' les deux centres de similitude; M un point de la courbe G', 
M' son homologue direct et N' son homologue inverse ; menons la droite M'N' 
et par M la parallèle MO à M'N'; la droite SS' coupe ces deux parallèles aux 
points et O'. Je dis d'abord que O et O' sont fixes. En effet, les points O 
et O' sont conjugués harmoniques par rapport à S et S\ et comme le rap- 

SO , OS X- -h I ^ , . OM , ÔM 

port -r-— , = k, on sait que 7^^, = ~, • Gela étant, 7^7^.-, — k, = — k: 

"^ bO ^ Oï) A: — I OM O'N' 

donc O'M' — — O'W. Le point O' est donc centre de la courbe G' et Too en 
déduit, en raisonnant comme pour la proposition directe, que le point O est 
centre de la courbe G. 

338. Figures semblables. — Deixxjigures semblables F, F' sont 
deux figures telles que l'une d'elles soit égale à une homothétique 
de l'autre. Mais il ne suffit pas que deux figures soient égales pour 
que Ton puisse réaliser leur coïncidence par un simple déplacement 
de l'une d'elles dans leur plan. Soient P, P' deux points quelcon- 
ques pris dans le plan d'une courbe C {^g- 88) et soit M un point 

variable appartenant à celte courbe. Menons 

le rayon P'SV faisant un angle constant avec 



Fig. 8«. 





PM et tel que — -=k, k désignant un 
^ PM' ^ 

nombre constant. Le lieu de M' sera une 
courbe semblable à la courbe C. Mais, si l'on 
construit la courbe G' symétrique de C par 

rapport à un axe quelconque, il est facile de vérifier que la courbe C^ 

ne peut être obtenue de la même manière. 

Gela étant, pour trouver l'équation générale des courbes semblables 

à la courbe C, prenons (^g- 89) deux axes quelconques et suppo- 
sons que P' coïncide avec l'origine des coor- 
données; alors, si le point P est l'homologue 
de O dans la première figure, nous savons 
que, (a, b) étant les coordonnées de P, l'é- 
quation générale des courbes homothétiques 
de la courbe C est 



/(a-^kx',b-^ky)=^o. 
Il reste à faire tourner le rayon OM" d'un angle constant autour 
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de rorigine. Soient x\ y les coordonnées de M'; il est clair que, si 
l'on faisait tourner en même temps les axes de l'angle a, les coordon- 
nées de M' par rapport aux nouveaux axes ^< O^i seraientx",y; donc, 
tout revient à un changement de coordonnées; en passant des axes 
Xs Oy\ aux axes xOy^ on a, en remarquant que (O^i, O^) r= — a, 
(0^,,Oy) = -a4-6, 

,__ ar'sin(ô -+- a) -f-^'sina „_ — a?'sina-+-j''-4- sin(6 — a) 

smO '^ sin6 

L'équation demandée est donc 

•^ L ^^^^ sinO J 

On peut mettre cette question sous la forme 

f[a-^k{%X'f-7!y\ b -\- k{^x -i-^'y)] = 0, 
avec les conditions 

aP'— pa'= I, a* -4- p» -T- 2 ap cos e = i, a'ï-+- P'«-h 2a'P'cose = 1. 

Pour avoir les courbes de seconde espèce, il suffit de permuter 
jj' et y ^ car cela revient à retourner la courbe obtenue autour de la 
bissectrice de l'angle xOy^ ainsi qu'on le vérifie facilement. 

Coniques homothétiques. 
339. Soit 

(i) /(^> y) ~ Aa?*-H TL^xy -+- G^*-h iDx -h 2E/-+- F = o 

l'équation d'une conique. L'équation d'une courbe homothétique est 

de la forme 

f{a -f- kx, a -h ky) — o, 

c'est-à-dire 

(2) /(a, b) -^k{xf'a-+-yf'b)-^ ^*<F (^,7) = o, 

ce qui montre déjà que la courbe homothétique d'une conique est 
une seconde conique. Cela posé, proposons-nous de trouver à 
quelles conditions deux coniques sont homothétiques. Â cet effet, 
soit 

( 3) A'a7*-f- iWxy -r- C>«-f- 2 D'à? -h 2E> -f- F'= o 
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Téquation d'une nouvelle conique. Pour que les équations (i) et (3) 
représentent deux courbes homothétiques, il faut et il suffit que Ton 
puisse déterminer a, 6, k de façon que les équations (2) et (3) repré- 
sentent la même courbe. On voit déjà que les coniques (1) et (a) ont 
les mêmes directions asymptotiques ; donc, pour que la conique (3) 
soit homothétique à la conique (i), il est nécessaire qu'elle ait les 
mêmes directions asymptotiques; autrement dit, les coefficients 
A', B', CI doivent être respectivement proportionnels aux coefficients 
A, B, C. Supposons ces conditions remplies; de sorte que A'=XA, 
B'=XB, C'^^^XC. Pour simplifier, nous pouvons diviser tous les 
coefficients de l'équation (3) par X, ce qui donne Péquation 

(4) ArF*-+- 2Ba:^-i- C^*-t-2Dia: -r- 2Eij^-4- Fi = o, 
en posant D| = .-» ^< = ~> *"< = y 

Cela posé, pour que les équations (2) et (4) soient identiques, il 
faut et il suffit que a, 6, k vérifient les conditions suivantes : 

}/; = X:D„ }/i=^E„ /(a, 6) = X:«F,; \ 

en remplaçant la dernière condition par celle-ci : 

/(a, 6) - i {af^-^bf'f,) = A:«F, - A:(aD, -+- BE, \ 

ces conditions reviennent aux suivantes : 

(5) Aa-hB6-+-D — A:Di=o, 

(6) Ba-hC6-4-E — A:Ei = o, 

(7) ('D-+-X:Di)a-i-(E-hA^Ei)6-i-F — A:«Fi = o. 

Pour discuter ce système, nous distinguerons deux cas : 
1° AC — B^T^ o. Les équations (5) et (6) déterminent a et 6 en 
fonction de k. En remplaçant « et 6 par leurs valeurs dans (7), on 
aura une équation qui déterminera k ; cela revient à éliminer a et 6 
entre ces trois équations du premier degré, ce qui donne 






(8) 



A B D — ;t D, 

B G E — it E, 

D-hA:D, E-4-A:Ei F — A:* F, 



= o. 

\ 



Le développement de ce déterminant ne présente aucune difficulté. 
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Oo peut, en effet, le remplacer d'abord par 



Soi 



A 


B 


D 




A 


B 


Di 


6 


G 


£ 


-k 


B 


G 


El 


Dh-X:D, 


E-f-A:Ei 


F 




D-hA:Di 


E-f-A-Ei 


^F, 



enfin, en décomposant chacun de ces déterminants en deux autres et 
simplifiant, on obtient 



(9) 



A — A:*A, = o, 



où A et A| sont les discriminants des polynômes (i) et (4)- 

D'ailleurs, on voit que, si A: = o, le déterminant (8) se réduit à A ; 

en le divisant par k^ et posant ensuite t = o, on trouve A| ; donc le 

coefficient de k^ est A| ; enfin ce déterminant ne change pas quand 
on change k en — A:, donc il ne contient pas de terme en k. Il a 
donc bien la forme (9). 

On trouve ainsi pour k deux valeurs égales et de signes contraires. 
Ce résultat s'explique, puisque les deux courbes, ayant chacune un 
centre, doivent être à la fois homothétiques directes et inverses. 

A chacune des valeurs de k correspond un centre d'homothétie 

dont les coordonnées sont x^ = "TLT' *^»^^ _ , » 

Si -7- = ï > le centre direct est à l'infini et le centre inverse a pour 
Al «^ 

n h 

coordonnées -9 -r' W peut arriver cependant que a = o, 6 = 0, Ar = i; 

alors Xq et y^ sont indéterminés. Et, en effet, s'il en est ainsi, les 
équations (5), (6), (7) donnent D = D<, E= Ei, F = Fi ; les deux 
coniques sont confondues et le centre d'homothétie directe est évi- 
demment indéterminé ; le centre d'homothétie inverse est le centre. 
Il reste à savoir si k est réel; pour qu'il en soit ainsi, il faut que 
A et A| aient le même signe. Si les coniques sont du genre ellipse^ la 

condition — > o exprime qu'elles sont toutes les deux réelles ou 

toutes les deux imaginaires. 

Pour deux hyperboles, la condition précédente exprime que les 
deux courbes doivent être situées dans les angles correspondants de 
leurs asymptotes respectives, c'est-à-dire dans les angles que l'on 

peut faire coïncider par une translation. Lorsque t- <Co> l'une des 

hyperboles est homothétique à la conjuguée de l'autre. 
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Il reste à examiner le cas où A ou bien A| serait nul. Si Ton sup- 
pose que A tende vers zéro, on voit que k tend aussi vers zéro, et x^^ 
y^ deviennent les coordonnées du centre de laconique rectiligne(i). 
Si A| tend vers zéro, k augmente indéfiniment; enfin, si A et A| de- 
viennent nuls, la valeur de k cesse d'être déterminée. Il est facile 
de se rendre compte de ces résultats. En effet, si l'on considère une 
hyperbole et ses asymptotes, en portant sur chaque rayon OM issu 
du centre une longueur égale à OM X A", si â: = o et si OM a une 
valeur finie OM x Ar = o, ce qui donne le centre pour point corres- 
pondant à M; mais, si le point M s'éloigne à l'infini sur l'une des 
branches, le produit OM x k est indéterminé et le point M' est l'un 
quelconque des points de l'asymptote correspondante. Enfin, quand il 
s'agit de deux droites concourantes, on vérifie bien facilement que 
ces deux systèmes sont homothétiques, le centre d*liomothétie étant 
l'un quelconque des points situés sur la ligne joignant les centres de 
ces deux coniques rectilignes, le rapport de similitude pouvant avoir 
une valeur quelconque. 

2" AC — B^ := o. Les coniques sont du genre parabole. Suppo- 
sons qu'elles soient des paraboles proprement dites. Soit, pour 
fixer les idées, A 7-^0. Les équations (5) et (6) sont incompatibles, 
à moins qu'elles ne se réduisent à une seule, ce qui exige que 

AE — BD 

(10) k= 



AK, — BD,' 



d'ailleurs les équations (5) et (7) donnent, pour a et fe, des valeurs 
acceptables, car le déterminant du système de ces deux équations ne 
peut être nul. 

L'équation (9) subsiste encore. 

Si Tune des paraboles dégénère en deux droites parallèles, A" de- 
vient nul ou infini, et enfin k est indéterminé si les deux paraboles 
sont dégénérées. 

340. Théorème. — Pour que deux coniques à centre soient ho- 
mothétiques, il faut et il suffit que leurs axes soient parallèles 
et proportionnels. 

Considérons en effet, par exemple, deux ellipses réelles homothé- 
tiques ; les termes du second degré de leurs équations étant les mêmes, 
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à un facteur près, les équations en S relatives à ces ellipses sont iden- 
tiques, d'où Ton conclut que leurs axes sont parallèles et proportion- 
nels. Réciproquement, s'il en est ainsi, les termes des équations ré- 
duites ont des coefficients proportionnels, et, comme les axes de 
coordonnées correspondants sont parallèles, les équations des deux 
ellipses rapportées à deux axes quelconques auront les mêmes termes 
du second degré, à un facteur près. 

Raisonnement identique pour deux hyperboles ; dans ce cas, les 
axes transverses sont parallèles, ainsi que les axes imaginaires et les 
axes de même nature sont proportionnels. Si les axes de natures dif- 
férentes sont parallèles et proportionnels, Tune des hyperboles est 
homothétique à la conjuguée de l'autre. 

On établit encore ces propositions en remarquant que, si deux co- 
niques à centre sont homothétiques , les rayons vecteurs issus des 
centres et parallèles sont dans un rapport constant, et réciproque- 
ment. 

341. Théobème. — Pour que deux paraboles soient homothé- 
tiques, il faut et il suffit que leurs axes soient parallèles. 

En effet, pour que les axes de deux paraboles soient parallèles, il 
faut et il suffit que les termes du second degré de leurs équations 
soient identiques à un facteur près. 

342. Corollaire. — Deux paraboles quelconques sont semblables ; 
en efiet, en faisant tourner une parabole P autour d'un point pris 
dans son plan, de manière que son axe devienne parallèle à celui 
d'une parabole P', elle devient homothétique à celle-ci. Le rapport 
de similitude est égal au rapport des deux paramètres. En effet, con- 
sidérons une parabole rapportée à son axe et à la tangente au som- 
met; son équation étant 

jr^ — ipx = o, 

l'équation d'une courbe homothétique par rapport à l'origine sera 

k^y^ — ipkx = o 



ou 






i 
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en appelant/?' le paramètre de la parabole obtenue, on a bien A: = — , ; 

c'est d'ailleurs ce que donne la formule (lo). La grandeur d'une pa- 
rabole ne dépendant que de la valeur de son paramètre, on en con- 
clut encore que toutes les paraboles sont semblables. 

Les théorèmes précédents sont des cas particuliers de propositions 
plus générales. 

343. Théorème. — L'équation 
(1) /(x,^,a) = o, 

dans laquelle a désigne une longueur variable, représente une famille 
de courbes homothétiques par rapport à Vorigine des coordonnées. 

En effet, soient a, a! deux valeurs du paramètre; posons a = ka. La 
courbe homothétique de la courbe (i), k étant le rapport de similitude, a 

pour équation 

f(kx, ky, a ) = o 
ou 

f{kx,ky, ka')=z o. 

Mais, en vertu du principe de rhomogénéité, cette équation n'est autre que 

donc les équations (i) et (2) représentent des courbes homothétiques par 
rapport à l'origine. 

3i4. Théorème. — L* équation 

/(a?,r, a, 6, c) = o, 

aybyC, ... désignant des longueurs, représente des courbes homothétiques 
quand on fait varier proportionnellement ces paramètres. 

En effet, si a = ka', b = kb\ c = kc', l'équation 

/(kxy ky, ka\ kb\ kc' ) = o 

peut se mettre sous la forme 

/{x,y,a'yb\c') = o. 

De là résulte que deux courbes planes G, G' étant données, si Ton peut dé- 
placer Tune d'elles dans son plan de façon que les deux courbes soient, après 
ce déplacement, représentées par deux équations de la forme 

/(^,7, a, 6, c, . . .) = o, fi^x.y, a\ b', c', . . .) = o, 
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a. byC^ . . ., a', ù\ c', ... désignant des longueurs, et que l'on ait 

a h c 
a b c 

les deux courbes données sont semblables et le rapport de similitude est égal 
à k. En particulier, pour que deux coniques à centre soient semblables, il 
faut et il suffit que leurs axes soient proportionnels; dans le cas de deux hy- 
perboles, le rapport des axes réels devra être égal au rapport des axes ima- 
ginaires. 

34!5. Problème. — Étant donnée V équation f {x ^ y) = o d*une conique à 
centre^ trouver Inéquation de la conique concentrique et honiothétique 
dans le rapport k. 

Si l'on pose x = x^-^ x\ k=^^-h/; Xq, yo étant les coordonnées du 
centre, Téquation donnée devient 

^(^ , y ) -f- - = o; 

la conique homolhétiquc a pour équation, par rapport aux nouveaux axes, 

A- 

Mais, comme 

/{x,y)-:^o(x\y)-h g , 

son équation est, par rapport aux anciens axes, 

En particulier, si X: = i, on retrouve l'équation de l'hyperbole conjuguée; 
pour k infini, on obtient l'équation du faisceau des asymptotes. 

3i6. Problème. — Étant données les équations de deux coniques, ex- 
primer que ces coniques sont semblables dans le rapport k. 

Soient a, b les demi-axes de la première conique et a\ b' les demi-axes 
respectivement de même nature de la seconde; il s'agit d'exprimer que 

a = ka\ b = kb' . 

En appelant Si et Si les racines de Téquation en S relative à la première 
conique, on a 

a« = — ^ - , b^ — —^-' 

NiEWENOLOwsKi. — G. an., I. 20 
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Pareillement 

a'2- ^, b'i- ^, 

'* — :^'c' ' ^ — ^'c ' 

d'où 

S', = s, X ^, k'-. S', = s, X Q *«. 

Il s*agit donc d'exprimer que les racines de Téquation 

Sîsin»0 — VSh-o'=o 

sont égales à celles de l'équation 

S* sin* 6 — 7]S-4-o = o, 

multipliées par --t; X:', c'est-à-dire égales aux racines de Téquation 

S«sin«0 - ^l A«T,S -f- ^,^, A*$ = o. 

aO a'o * 

Les conditions demandées sont 

T'" = * i ' 

En particulier, pour que deux coniques soient égales, il faut et il suffit que 

oV _ Syî il! _ V 

A' ~ A ' 8' ~ 8 * 

On aurait pu aussi se servir de l'équation aux carrés des longueurs des 
demi-axes. 

Antre méthode. — Remarquons d'abord que si une équation du second 
degré a pour racines a et - % elle peut évidemment se mettre sous la forme 

f I 

T -\ = a H , 

X a 

et réciproquement. 

Cela posé, pour exprimer que deux coniques sont semblables, il suffit d'ex- 
primer que les racines de l'équation en S de Tune sont proportionnelles aux 
racines de l'équation en S de l'autre. Mais, en désignant ces racines par Si, 

S S' S' 

Sj et par S',, S',, on doit exprimer que ~ est égal à ^rr ou à ~; on doit 

donc poser 

1 _i_ ^_ :^; L _j_ i 

Sî Si Sj Sj 



1'' 


1* 






•sT ~ 


— > 









THÉORIE DBS TANGENTES. 3o7 

OU, en ajoutant 2 à chaque membre, 

(S,-4-S0> ^ (S\ + S;)« ^ 

c'est-à-di re 

à" ■" 8' • 

Cette méthode élégante est due à M. G. Darboux. 
Si Ton suit cette méthode, pour écrire que le rapport de similitude est égal 

à kj il suffît de poser S'i-^S2= .-^^*(Si-h Sj) ou t)'= -^k^r[, ce qui 

donne la condition trouvée plus haut. 



CHAPITRE XIV. 

THÉORIE DES TANGENTES ET DES NORMALES 



Déflnitioii des points multiples dans les courbes algébriques. 

347. Soient A (a, 6, c) un point d'une courbe algébrique ayant 
pour équation /(^, JK, ;;) =0 et (ar,y, ;;) les coordonnées d*un point 
quelconque P du plan ; les expressions a -\- X j?, b + )^^, c 4- X5 sont 
les coordonnées d'un point M pris sur AP; ce point sera l'un des 
points d'intersection de la courbe donnée et de la sécante AP, si \ est 
racine de l'équation /(a-^-Xx, fe-f-X^, c -{-'kz)=z o ou, en déve- 
loppant, 

Le terme constant est nul, puisque A est pris sur la courbe/; si 
l'une au moins des dérivées/^, Jl, f^ est différente de zéro, et si Ton 
donne h. x^ y^ z des valeurs arbitraires, ou, d'une manière plus pré- 
cise, si l'on suppose 

l'équation (i) en X a une racine nulle et m — i racines différentes de 
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zéro; si, au contraire, on suppose y^= o, /^^ o, fc^= ^y quelle que 
soîl la direction de la sécante AP, l'équation (i) a au moins deux ra- 
cines nulles. Nous sommes ainsi conduits à considérer deux cas : 

i" A a point A, Vune au moins des dérivées f'^^ J^ y fl, est dif- 
férente de zéro. 

Alors, toute sécante, autre que celle qui est représentée par Té- 
quation 

coupe la courbe en un seul point confondu avec A et en m — i autres 
points, tous différents de A. On dit alors que le point Aestun/?o£*/î/ 
simple, 

2" Chacune des dérivées f'^^ f'f,, f^ est nulle. 

Si Ton suppose y^=o, y^ = o, y^ = o, on en déduit d'abord 
/(a, b, c) = o et, par suite, le point A est sur la courbe. En second 
lieu, toute sécante menée parle point A a au moins, avec la courbe/, 
deux points communs confondus avec le point A et, par suite, au 
plus m — 2 points distincts de A. On dit alors que le point A est 
un point multiple de la courbe /; et l'on ajoute que c'est un point 
multiple d'ordre /?, si toute sécante qui y passe, rencontre la courbe 
au moins en p points confondus avec A. 

On peut remarquer que si le point A est un point simple à dis- 
tance finie, l'une au moins des dérivées f'^ ou f^ est différente de 

zéro, quand on suppose que -> ^ sont les coordonnées cartésiennes. 

En effet, l'identité d'Euler af^-h bf^ -{- cf^ ^ ^^f(^j ^> c) "O"^ 
montre que, si nous supposons f'^ = o, f^=z Oy f(ci^ 6, c) = o, il en 
résulte que c/]lr=o; or le point A est à distance finie par hypo- 
thèse, donc CT^o; par suite, si Ton supposait /^= o et /^ = o, 
on aurait aussi /^i=: o et le point A serait un point multiple. 

Application aux courbes du second degré, 

348. Un point multiple d'une courbe du second degré est un point 
double. Cherchons si une courbe du second degré peut avoir un 
point double. 
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Remarquons d'abord que si A est un point double d^une conique 
et si M est un point quelconque de cette même conique, la droite AM 
appartient tout entière à cette conique qui, par suite, dégénère en 
un système de droites. En effet, AM a, dans ce cas, au moins trois 
points communs avec la courbe du second degré donnée : donc AM 
fait partie de cette courbe. D'ailleurs on suppose y^ = /^=y^ = o, 
f{x^ y^z) =^o\ il en résulte que /(a -j- X^, b-\-\y, c-^\z)^o^ 
quelle que soit la valeur attribuée à X; car, en développant, on voit 
que les coefficients de toutes les puissances de A sont nuls. 

En second lieu, si A et B sont deux points doubles, tout point 
de AB est un point double; si l'on suppose 

/u = Oy /a=0, /c = et fa' = Oj fl,' = 0, Jc=0. 

on en déduit /;_^>.^,= o, /;^x^.= o, fc^U:-= o- 
Par hypothèse, 

AaH-B6-t-Dc = o, Aa'-î-B^>'-i-Dc' = o; 

donc 

A(a-HXa')H-B(6 -*- X6')-i- D(c + Xc') = o, 

Cela étant, les coordonnées d'un point double doivent vérifier les 
trois équations 

Aar-t- B^ + D-3 = o, Bar -i- C^ h- E^ = o, Dj? -h E^-h F^ = o. 

Pour que ce système admette des solutions autres que 
X =^ y ^= z =^ o^ il faut supposer A =: o. 

Donc, 1° A^zéo; la conique est une ellipse, une hyperbole, ou 
une parabole. Aucune de ces courbes n^a de point double. 

2" A= o. Ce cas se subdivise en deux autres. 

(a). L'un des mineurs de A est différent de zéro; les équations 
précédentes se réduisent à deux; il n'y a qu'un seul point double A. 
Soit M un point de la conique différent de A ; ce point est simple. 
La droite AM fait partie de la conique et tous ses points, sauf A, 
sont simples. Une sécante, menée par M, coupe donc la conique en un 
autre point simple M'; la droite AM' fait aussi partie de la conique; 
donc celle-ci se compose de deux droites AM, AM'. On obtient ainsi 
deux droites distinctes concourantes ou parallèles; leur point de 
concours à distance finie ou infinie est le point double. 

(b). Tous les mineurs de A sont nuls; les équations se réduisent a 
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une seule qui représente une ligne de points doubles et la conique se 
réduit à cette ligne double. Si Ton suppose, par exemple, Ky^Oj 
cette ligne a pour équation 

et, dans ce cas, 

A/(ir, y, i) = ( A;r -4- Bj^ -H D^)». 



Théorie générale des tangentes. 

349. Equation de la tangente en un point simple. — Nous 
savons déjà que le coefGcient angulaire de la tangente en un point 
d^une courbe rapportée à deux axes quelconques est égal à la 

dérivée y'^ ou —^ de l'ordonnée y par rapport à Tabscisse du poiut 

de contact. 

Nous pouvons ajouter que Texistence de la tangente est assurée eu 
tout point simple d'une courbe algébrique. En effet, les coordon- 
nées X, y vérifient l'équation y(^, y) = o; en outre, nous savons 
que les dérivées f'j, et fy ne sont pas nulles toutes les deux en un 
point simple; soit, par exemple, y^^o. Alors, on sait que 

yjc^==- — 7?; donc Téquation de la tangente au point [x^ y) est 

Jy 
ou 

(I) (X~:r}/:,+ (Y-^)/;.= o. 

Il est bien évident que, si l'on suppose /y= ^^ fx^ ^> l'équation 
que nous venons de trouver est encore légitime, car, dans ce cas, 

— a pour limite zéro et, par suite, la tangente a pour équation 

X — X = o ; elle est parallèle à Taxe des^. 

L'équation (i) convient en général à une courbe quelconque, algé- 
brique ou non, pourvu que Tune des dérivées f^ ^^fy soî^ différente 
de zéro. Mais, si l'on suppose /j= o,/^= o, elle ne représente plus 
rien ; c'est ce qui arrive en un point multiple. Nous nous occuperons 
de ce cas plus loin. 

En employant des coordonnées homogènes, on donne une autre 
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forme à l'équalion (i). Supposons qu'il s'agisse d'une courbe algé- 
brique de degré m et posons 

d'où 
Posons 

d'où 

Avec ces notations, l'équation (i) devient 

(a) Xç(a-,7, i)-+-YiKar,j^, i) — [x^(x,y, O-i-r'K^^r. 0] = o. 
Mais l'identité d'Euler, que l'on peut écrire 

donne, pour >3 = i , 

II en résulte que l'équation (2), en tenant compte de l'égalité (3)^ 
prend la forme suivante : 

(4) Xo(a7,^, O-h \^{x,y, i)^^{x,y, i) = o. 

On l'écrit sous cette forme 

(5) x/:,+ Y/;.-hZ/: = o, 

en convenant de faire Z = ;; = i; de sorte que /g désigne alors la 
dérivée F^x, j^, 5) pour 5 = 1, c'est-à-dire 6(x, y, i). 

Mais il est inutile de conserver la restriction précédente. En 
effet, en se servant de coordonnées homogènes, l'équation (4) 
devient 

et, par conséquent, en multipliant tous les termes par Z-3'"""* et, en 
se rappelant que les dérivées du premier ordre des fonctions homo- 
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{;ènes de degré m sont des fonctions liomogènes de degré m 
obtient 



1) on 



c'est-à-dire 



XFi,^YF;-+-ZFl=o. 



Telle est Téqualion de la tangente en un point {x^ y^ z) d'uno 
courbe représentée en coordonnées homogènes par Inéquation 

3oO. Autre méthode, — On peut obtenir Téquation précédenle 
par une nouvelle méthode qui s'applique aux coordonnées Irili- 
néaires. 

Soient /(j:, j', :;) = o Téquation d'une courbe et (a, 6, c) les 
coordonnées d'un point A pris sur celte courbe; soient P un point, 
.r, y^ z ses coordonnées. Nous avons vu qu'on détermine les points 
communs à la sécanle AP et à la courbe donnée, au raoven des 
racines de l'équation fi^a -h Aj:*, b -\- \y^ c-h ).3) = o, c'est-à-dire, 
puisque /(«, 6, c) =^ o, 

La sécanle AP coupe la courbe au point A; pour qu'un second 
|)oint d'intersection M vienne se confondre avec A, il faut et il suflit, 
comme nous l'avons déjà remarqué, que «^/^ H- J '//;-+- ^fc^^ ^* 

Celle équation, dans laquelle on regarde x^y^ z comme étant les 
coordonnées courantes, représenle donc une droite qui rencontre la 
courbe au moins en deux points confondus avec le point A; c'est la 
langonte en A, pourvu que l'une au moins des quantités /^j/iî fc soit 
diflerenle de zéro, c'est-à-dire que le point A soit simple, 

3S1. Tangente à une courbe du second degré. — Soit 

l'équation d'une courbe du second degré. L'équation de la tangente 
au point (xi, y^ ) est 

j- ( A.r, -t- Bj-, -^ D) 4-^' (Br, 4- C^Ki -r- E) H- Dr, -h K^i -+- F = o, 
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OU 

\xxi -r- B (T^'i-hyjTi ) -+- Cyyi -+- D (a; H- ar, ) H- E (^ +^1 ) + F = o, 
avec la condition 

Axf-f-aBj^i^i-f- C^f H-aDj-j-h 2E^i-h F = o. 

De même, si l'équation de la courbe en coordonnées trilinéaires 

est 

Xx' -i- X'jri -»- A'^' -h 2 hyz -h 2 h' zx -t- 1 ^'xy = o, 

la tangente au point o?!, jKo Z\ aura pour équation 

Xxxx -h X'yy^ -r- X" zz^ -h B (75, -h zy{) h- B'(5jr, -*- j:-5i) -h h^xy^ -h jari) = o, 

•^•j^o ^1 vérifiant la condition 

AxJ-h X'y\-^ A'^î-h aB^'i^i -h sB'^^iJTiH- ^B'a^i^i = 0. 

332. Remarque. — L'équation 

Xx{xi-^x^)-^ X'y{yi^ y^)-\- X" z{zi-^ zt) -h B [^(5,-^ -Sj) h- -s (j^, -+-^,)] 

^h'\z{Xi-\-Xt) -T-a7(>3i -h -3,)] 

-f- B" [a-c^i -h^j) -^r ( ^1 -+- ^«)] 

= Axij:-2-+- A'jij'î-f- A'^jSj-i- B(7i;5j-+-^i^ï) 

-T-B'(^,j:-ï-hr2 32)-h B''(J'i72+^i^î) 

représente la corde passant par les points Mi(j:i, ^1, ^1), ^14(272.^^2,-38) 
quand on suppose ces points sur la courbe donnée. Si x^, y^, z% deviennent 
proportionnels à a:*!, j^i, -Zi, c'est-à-dire si M2 se confond avec Mi, on retrouve 
l'équation de la tangente en Mi. 

353. PROBLËUE. — En désignant par a, p, . . ., X des fonctions linéaires 
des coordonnées cartésiennes Xj jk> trouver V équation de la tangente en 
un point de la courbe représentée par l'équation /{a, p, . . ., X) = o. 

Soient 

a = ax -{- by -i- c, p = a'x -h b'y -+- c', 

Appelons Xi, yi les coordonnées du point donné et «i, pi, ...,Xi ce que 
deviennent les fonctions a, p, . . ., X quand on y substitue Xi elyi d x ei y. 
Si l'on désigne par l^ {Xy y) la fonction qu'on obtient en remplaçant dans 
/(a, p, . . ., X) les fonctions composantes par leurs expressions en x et yj de 

sorte que 

F(j-,^)=/(a, p, ...,/), 
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il s'agit d'exprimer 

au moyen des données. Or 






dxi âui dfJi dj'i a^i opi 



donc 



Mais 

a(a: — a7i) -4-^ (^ — ^i) = a — ai, 

Lëquation de la tangente au point a^, Pi, . . ., Xi est donc 

(«-"•)^+(P-p.)|J-^--^(>-x.)j£=o. 

Si la fonction /(a, p, . . . , X ) est homogène et que 

a = ax -{- ùy -^ cZy p = a'x -+- ô'j' -h c'^, . . . , 

de façon que 

/(a, p, ..., X)^F(:r,^, 5), 

l'équation de la tangente est, au point xi^yi, Zi, 

d¥ ôF dF 

X -r h y h -s -T— =0. 

àxi -^ ôyx dzx 

Or 

dF df , df 

dz\ d%x à^y 

On en conclut que l'équation de la tangente peut se mettre sous la forme 

354. Tangente à l'origine. — Considérons un arc de courbe 
passant par l'origine des coordonnées et soit M un point pris sur cet 

arc; le coefficient angulaire de OM est égal à — > ^ ety étant les coor- 
données du point M. Si le point M s^approche indéfiniment de l'ori- 
gine, en restant sur l'arc considéré, le rapport - aura pour limite le 



i a 

I 
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coefficient angulaire de la tangente en O et, réciproquement, si — 

tend vers une limite déterminée, le coefficient angulaire de la tan- 
gente en O sera égal à cette limite. 

Par exemple, soitj^ = sina;. Cette équation définit une courbe qui 

passe par l'origine; le rapport ayant pour limite i quand x tend 

vers zéro, on en conclut que cette courbe est tangente à l'origine à la 
bissectrice de l'angle xOy, 

Considérons une courbe algébrique passant par l'origine ; son équa- 
tion ne contiendra pas de terme constant; en l'ordonnant par groupes 
homogènes de degrés croissants, elle sera de la forme 

ax -^by -^ cx^ ■+■ dxy ■+■ ey^ -f- . . . = o. 

Si nous posons x = ap, y := pp, nous obtenons l'équation aux p 
des points d'intersection de la courbe avec la sécante menée par l'o- 
rigine et dont la direction a pour paramètres a, p, savoir 

p(aa-f-6p)-4-p*(ca'-i- di.^ H- e^*) 4-. . . = o. 

Cette équation a une racine nulle, et une seule, tant qu'on suppose 

aaL-^b^y6o\ mais, si la sécante coïncide avec la droite ayant pour 

équation 

ax -^ by = o, 

deux au moins des points d'intersection seront confondus avec l'o- 
rigine et, par suite, cette droite est la tangente à l'origine. 
D'ailleurs, en posant jk= ^^î l'équation de la courbe donne 

x{a-\- bt)-\- x^{c-\- dt->r et^) -^. . ,=^Oy 

équation qui admet une racine nulle;- en supprimant cette racine, on 

obtient 

a -h bt -\- P X = o, 

P désignant un polynôme entier en x et en t. Or, si x tend vers 
zéro, une détermination de ^, c'est-à-dire de - j tend vers — r J puisque, 
pour x = o, l'équaliôn précédente se réduit à a + 6^ = 0. Donc 
— V est bien le coefficient angulaire de la tangente au point O. 
Si l'on suppose a =6 = 0, toute sécante menée par l'origine 
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coupe la courbe au moins en deux points confondus avec Torigine et, 
par suite, l'origine est alors un point multiple. 

En résumé, quand une courbe algébrique passe par Torigine, si ce 
point est un point simple, on obtient la tangente en ce point en éga- 
lant à zéro l'ensemble des termes du premier degré de l'équation de 
la courbe supposée mise sous forme entière. 

Il est bon de remarquer que Téquation 

se réduit dans ce cas à ax -f- 6^ = o, si l'on suppose x^ = J^i = o, 
La vérification n'offre aucune difficulté. 

3oo. Problème. — E xprimer que la droite 
( I ) ux ^ vy -Y- wz = o 

est tangente à la courbe ayant pour équation 

On exprime qu'il y a un point M(jC|, j^<, Zt) situé sur la courbe 
donnée et tel que la tangente en ce point coïncide avec la droite 
donnée. En d'autres termes, l'équation 

^f '?/ à/ 

ôxi -^ Oyi âzi 

doit élre équivalente à l'équation (i); par conséquent, on doit pou- 
voir trouver un nombre X, différent de zéro, et tel que 

Oxi i)yi Ozi 

Cl, en outre, le point M devant être sur la courbe donnée, il faut 
(|ue 

{'^) /{Xx.yijZi)--z 0. 

Mais, au moyen des équations (4), on peut simplifier l'équation (5); 
en eflet, 
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m étant le degré de la courbe donnée ; donc, comme on suppose X^ o, 
on peut remplacer l'équation (5) par la suivante 



(6) 



UTi -4- vyx -»- t^^'-Si " o. 



On aura la condition demandée en éliminant X, Xx^y^^, Z[ entre 
les équations (4) et (6)^ on doit remarquer d'ailleurs qu'en réalité 

on devra éliminer — > — et -^ir— r • On obtiendra ainsi une équation 

Zi Zi z^ ^ 

en Uy (^, SrV que l'on nomme V équation tangentielle de la courbe (a). 

Trouver réquation tangentielle d'une conique. 

356. Écrivons Téquatlon du second degré sous la forme symé- 
trique 

( » ) /(-^j 7> ^) ^ A X* H- K'y^ -f- A" 5* -4- Jt B75 -^ '>.h' zx -^ jlW xy — o. 

En appliquant la méthode précédente et en supprimant les indices 
pour abréger l'écriture, c'est-à-dire en représentant les coordonnées 
du point de contact par jr, y, z et remplaçant X par aX, nous de- 
vons éliminer x^y^ Zy X entre les équations 



(>^ 



/ Xx 
\ Wx 

ux 



A> 
Br 



B's 
B5 

A^ 



lu 



= o, 



= o, 



= o, 



= o, 



ce qui donne la condition 



(3) 



A 


B* 


B' 


u 


B" 


A' 


B 


V 


B' 


B 


A" 


w 


u 


V 


w 






- o, 



Si nous représentons par a, a', a'', &, b\ b" les mineurs du discri- 
minant A, de sorte que 

A' A'— Bî = a, B'B'- AB = b, 



• • ■ • 



l'ëquation précédeDte s'écrit 



(4) 



aa'-+- aV-h a" w^-^ 'xbvw -f- ib'ivu -+- ib'uv = o 
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Nous représenterons désormais par F(w, t', (v) le premier membre 
de celle équalion; mais il faut remarquer que le déterminant pré- 
cédent est égal k — F(m, t^, w). 

Si Ton suppose remplie la condition 

F(a, 1», iv) = o, 

l'équation 

iix -h P^ H- tvc = o 

représente une tangente à la conique ayant pour équation 

Les coordonnées du point de contact sont déterminées par les 
équations (2). Nous supposons A^o; en résolvant les équations ('i) 
par les formules de Cramer, on obtient 

_ X I <^F _ X I ^F __ X I c)F. 

A •/. Ou "^ A •;►. ov A -â ow 

par suite, les coordonnées du point de contact sont, à un facteur 

près, 

^ ^ ^ 

Ou àv dtv 

Lorsque A = o, on sait que F(tt, p, w) est un carré parfait; si Ton suppose 

Tun des mineurs symétriques difTérent de zéro, par exemple a" -^ o, Téqua- 

lion (4) devient • 

{bU'^b'v-\-a!'w)'^ = o; 

elle exprime que la droite 

ux -h t'K H- wz =r= o 

passe par le point (6, 6', a"). Or Téquation /(T,y, z) = o représente alors 
<leux droites qui se coupent précisément en ce point; l'équation tangentiellc 
F(a, p, w) = o exprime alors que la droite (m, v, w) passe par le point de 
concours des deux droites. 

Si Ton suppose A = o et a = a'=a' = o, F(i*, p, cr) est identiquement 
nul; dans ce cas, Téqualiun /{x^y^z) = o représente une droite double, et 
toute droite du plan rencontre la conique en deux points confondus. 

357. La fonction F (m, v, w) est un invariant. — En effet, on 
peut considérer — F(UyV,w) comme le discriminant de la forme 



quadratique 
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f{3C, y, z) -\- it{ux -^ vy -^ wz\ 



3i9 



/ étant une variable indépendante. 

En particulier, si x^y^z sont des coordonnées homogènes, un 
changement de coordonnées correspond à la substitution 



X 

y 



aX 

px 



/ = 



a'Y + a''Z, 
P'Y+P'Z, 

Z, 
T 



(5 = Z = ^ = T = î); 



sinô' 



le module de la substitution est égal à ± -?— ^ > 6 et 9' désignant les 



sinO 



angles des axes anciens et nouveaux. 



338. Déterminer la nature des points communs à la droite et 
à la conique représentées par les équations 

ux -i- vy -h iv z=z o, f{x, y) = o. 

Prenons la droite donnée pour axe des j^; en désignant par X, Y les 
nouvelles coordonnées, on aura 

NX -^ vy -\- iv ^ v^ Y, A ar* -+- iBxy + . . . = Ai X* 4- 9. B| XY -4-. . . ; 
d'ailleurs, 



= PÎ(DÎ-A,F,). 



A, 


B, 


D, 


o 


B, 


c, 


E, 


^l 


D, 


E, 


F, 


o 


() 


Vl 


O 


o 



Or l'équation aux abscisses des points communs à la conique et au 
nouvel axe des Y étant 

AiXi-{-2D,X-4-Fi = o, 

les points d'intersection seront réels ou imaginaires suivant qu'on 

supposera 

D} — AiFi>o ou < o, 

c'est-à-dire suivant que le déterminant précédent sera positif ou né- 
gatif. 

Mais le signe de F(w, i^^ w) ne change pas quand on fait un chan- 
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gemenl de coordonnées : donc la condition 

F (m, v, w) <i o 

exprime que la droite (w, v^ (v) coupe la conique donnée en des 

points réels, et 

F (m, V, tv) > o 

exprime qu'elle la coupe en deux points imaginaires conjugués. 
Tous les coefficients, bien entendu, sont supposés réels. 

359. Autres méthodes pour exprimer qu une droite est tan- 
gente à une courbe, — 'àohl y ^= a x '\- h Téqualion d'une droite; 
pour exprimer que cette droite est tangente à la courbe y(x,j') = o, 
il suffit, en général, d'exprimer que l'équation aux abscisses des 
points d'intersection, c'est-à-dire l'équation 

a une racine double. On exprime ainsi que deux des points com- 
muns à la droite et à la courbe sont confondus en un seul. D'ail- 
leurs, si la tangente en un point (.r, jk) de la courbe a pour coeffi- 

cient angulaire a, on a — ^,=za, c'est-à-dire y]^-l- ^/' = o. Or 

cette équation est précisément celle qu'on obtient en égalant à zéro 
la dérivée de / (x ^ ax -i- h) prise par rapport à x. Par conséquent, 
en écrivant que l'équation (i) a une racine double, on écrit par cela 
même que la tangente à la courbe en l'un des points où elle est ren- 
contrée par la droite donnée se confond avec cette droite; mais la 
conclusion n'est légitime que si ce point est simple. 

Dans le cas du second degré, on peut employer souvent avec avan- 
tage la méthode suivante. On forme l'équation du faisceau des droites 
joignant l'origine (ou le point x = o, y =z o^j aux points d'intersec- 
tion de la droite et de la conique donnée, et l'on exprime que le 
faisceau se compose de deux droites confondues. On peut aussi, par 
ce procédé, retrouver la condition de réalité des deux points d'in- 
tersection d'une droite et d'une conique. 

Supposons iVyi^o; l'équation du faisceau des droites joignant le 
point (x =z o,y ^^ o) aux points communs à la conique et à la droite 
représentées par les équations 

\x^-^ A'/2 -h A'3*-f- iByz -h iB' zx -h 7. B\ry = i, ux -h vy ■+- wz = o. 
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est la suivante 

Le discriminant de ce polynôme du second degré en j? et y est 
égal à (V^F(i/, f^, w). 

On retrouve donc les résultats déjà obtenus, et l'on peut remar- 
quer en outre que le résultat trouvé au n° 358 s'applique aux coor- 
données trilinéaires. Si (v = o et i^ ^ o, on éliminera y et l'on aura 
encore le même résultat. 

Exemple, — La conique a pour équation 

Le discriminant de 

ou 

est égal à 

ivï(GFa»-HAFp«-f- AGcv«). 

L'équation tangentielle de la conique est donc 

X "^ G " ' ¥ " ""• 

La condition pour que la droite (^, v^ w^ coupe la conique en 
deux points réels est 

GFaî-H AFt'«-HAGiv»<o. 

En particulier, l'équation tangentielle de l'ellipse rapportée à ses 
axes de symétrie ou à deux diamètres conjugués et ayant, par suite, 
pour équation ponctuelle 

est 

a* tt* -h 62 pj — w* = o. 

La condition pour que la droite (w, p, tv) coupe cette ellipse en 
deux points réels est 

a* a* -h 6* p* — w* > o. 

En changeant è^ en — 6^, nous avons des résultats analogues 

NiEWENOLOWSKI. — Cr. a/l., I. 21 
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pour l'hyperbole 

L'équation tangenlielle est 

a' a' — 6* p' — (V* = o, 

et la condition pour que la sécante (u, (^, w) coupe l'hyperbole en 
deux points réels est 

a* a' — ^* f ' — (v* < o. 

On voit, en outre, aisément que si, cette condition étant remplie, 

on a 

a* a* — 6'p»>o, 

les deux points d'intersection appartiennent à une seule branche ; si 

a* a' — 6'('*< o, 

les deux points d'intersections sont réels et il y en a un sur chaque 
branche. 

Considérons encore la parabole ayant pour équation 

en appliquant la même méthode, on trouve l'équation tangentielle 

de la parabole 

2a«' — /?p* = o. 

La condition pour que la droite ( m, p, w) coupe la parabole en 
deux points réels est 

p (IlUW — /)P«) < o. 

360. Mener à une courbe une tangente passant par un point 
donné, — Soient ^«,jK4i ^\ les coordonnées du point donné A et 
f(^jy^z) = o l'équation de la courbe. Le problème consiste à 
trouver sur cette courbe un point M tel que la tangente en ce point 
passe par A. Les coordonnées (^,y, z) du point M sont assujetties 
à vérifier les deux équations 

(2) ^l/x-^-rl/r-^- ^1/5=0. 
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Nous supposons l'équation (i) algébrique et de degré m; l'équa- 
tion (2) est aussi algébrique et de degré m — i; elle représente 
une courbe algébrique que l'on nomme la polaire du point A et que 
nous étudierons plus loin. La forme de l'équation (2) montre que la 
polaire du point A passe par les points multiples de la courbey*. 

Les solutions du système (i), (2) qui correspondent à ces points 
doivent être laissées de côté, car, pour l'un de ces points, l'équation 
générale delà tangente disparaît identiquement. Il est donc indispen- 
sable d'examiner si tout point commun aux courbes représentées 
par les équations (i) et (2) convient; il en est ainsi pour tout point 
commun à ces courbes et qui n'est pas un point multiple de la pre- 
mière, car si {Xy y, z) sont les coordonnées d'un pareil point, 
l'équation 

représente une droite déterminée qui est la tangente en ce point et 
l'égalité (2) exprime que cette tangente passe par le point A. Les 
courbes (i) et (2) ont, en général, m (m — i) points communs. 

Le nombre des tangentes que l'on peut mener par un point arbi- 
traire à une courbe algébrique, se nomme la classe de cette courbe. 
Il résulte de ce qui précède que la classe d'une courbe algébrique 
d'ordre m est, au plus, égale à m (/n — i). 

Une courbe du second degré proprement dite n'ayant pas de point 
multiple, sa classe est égale à 2. 

La classe d'une courbe est égale au degré de son équation tangen- 
tielle. En effet, soit F(w, <;, w) = o l'équation tangentielle d'une 
courbe. Pour savoir combien on peut mener à cette courbe de tan- 
gentes par le point A(a?i, yi, 5| ), il suffit de résoudre le système 

Soit [JL le degré du polynôme homogène F (a, v^ w). Si l'on 
regarde i/, v^ iv comme des coordonnées ponctuelles, les équations 
précédentes représentent une courbe de degré [jl et une droite; le 
nombre de tangentes cherché est donc égal à |ji. 

Remarque. — Les points de contact des tangentes issues du point (^1,^1), 
xi et yi désignant des coordonnées cartésiennes, sont à Tintersection de la 
courbe proposée et de la courbe qui a pour équation 

H) (^i-^)/xH-(ri-^)/'=o. 
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On obtient cette équation en exprimant que l'équation 

de la tangente au point (r, y) est vérifiée par les coordonnées Xx, y^ du 
point A. 

L'équation (3) est du degré m\ la courbe qu'elle représente coupe la courbe 
donnée en m' points; mais on reconnaît immédiatement que les directions 
asymptotiques de ces deux courbes sont les mêmes; par conséquent, elles 
n'ont que m {m — i) points communs à distance finie. 

361. Mener à une courbe une tangente parallèle à une direc- 
tion donnée, — Soient a, ^ les paramètres de la direction donnée; 
on exprime que la tangente au point {x^y) est parallèle à cette 
direction en posant 

(4) «/:,+ ?/;= o. 

Les points de contact des tangentes parallèles à la direction 
donnée sont donc à l'intersection de la courbe /et de la courbe de 
degré m — i représentée par l'équation (4). H J a donc, au plus, 
m (m — i) solutions. 

D'ailleurs ce problème ne diffère pas du précédent; il suffit de 
supposer que le point A s'éloigne à Finfini dans la direction (a. ^); 
il suffit donc de poser j:*, = a, yi = ^, 5| ^= o ; l'équation (2) se con- 
fond alors avec Téquation (4). 

362. Former V équation du faisceau des tangentes à une 
courbe y issues d'un point donné ou parallèles à une droite 
donnée. Cas du second degré, — Soient Xt^y^, z^ les coordonnées 
d*un point A; on obtiendra l'équation du faisceau des tangentes à la 
courbe ayant pour équation 

issues de A, en éliminant x^y^ z entre l'équation précédente et les 
deux équations 



X/^-4- \fy-^ Z/: = o, x.f^ + yj',^ z,f. 



o. 



Mais on peut opérer autrement. Soient x,y^ z les coordonnées 

d'un point M; pour que la droite AM soit tangente, il faut que 

l'équation en \ 

fi.Xi-^'kx.yx'Jt-ly, 5,-hX^) = o 
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ait une racine double. En exprimant cette condition, on obtiendra 
Téquation du faisceau formé par toutes les tangentes issues de A et, 
en outi'e, par les droites obtenues en joignant le point A aux points 
multiples de la courbe y. 

Mais la méthode s^applique aux courbes du second degré et ne 
donne que les tangentes issues de A, puisqu'une courbe du second 
degré, non dégénérée, n'a pas de point multiple. 

Supposons donc que le polynôme y( a;, j^, z) soit du second degré; 
l'équation précédente développée étant 

L'équation 

exprime la condition nécessaire et suffisante pour que la droite AM 
coupe la conique en deux points confondus en un seul; cette équa- 
tion est donc vérifiée par les coordonnées d'un point pris sur Tune 
quelconque des deux tangentes issues du point A, et comme elle est 
du second degré, elle ne représente que ces tangentes. C'est l'équa- 
tion du faisceau des tangentes issues du point A. 
Si l'on pose Xi = ol, r< ^^ ,3, 5« = o, l'équation 

représente le faisceau des tangentes à la conique /, parallèles à la 
direction (a, P). On voit que, dans ce cas, la corde des contacts est 
le diamètre conjugué à la direction donnée. 

On peut obtenir directement cette équation. D'une manière géné- 
rale, si l'on désigne par Xj y les coordonnées d'un point, la droite 
menée parce point, parallèlement à la direction (a, ^), sera tangente, 
ou passera par un point multiple de la courbe /(^, J^, 2) = o si 
l'équation en p 

a une racine double. Dans le cas du second degré, cette équation 
étant développée devient 

en écrivant que cette équation a une racine double, on retrouve 
Téquation obtenue plus haut. 
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363. Condition pour que les tangentes menées d^ un point A. à 
une conique soient réelles, — Pour que les tangentes issues du 
point A[x^^y^) soient réelles, il faut et il suffit que la polaire du 
point A coupe la courbe en des points réels ; Téquation de la polaire 

peut s'écrire, dans le cas du second degré, 

la condition de réalité des points d'intersection de cette droite et de 
la courbe du second degré donnée est 



A B" B' /;,^ 

B' A' B /;! 



>o. 



B' B A' /;, , 

f'x, fy, fz, O , 

On peut transformer aisément ce déterminant en ajoutant à la 
dernière colonne les éléments des trois premières multipliés respec- 
tivement par — ^^if — 2j^i, — 2 5|, ce qui donne 



c'est-à-dire 
Donc, si 



A B' B' o 

B' A' B o 

B' B A' o 

/x, /;. /;. -ifi^uyu^i) 

— 4/(:r,,7i, 5t)A>o. 



>o, 



les tangentes issues de Â sont réelles et distinctes; si 

elles sont imaginaires. 

Pareillement, la condition 

©(«, p)A<o, 

exprime que les tangentes parallèles à la direction (a, ^) sont réelles 
et si 

(p(a, P)A>o, 

elles sont imaginaires. 
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Appliquons ces résultats aux formes réduites. 

i^ Ellipse : -i-^ji — i = o, A = ^- La condition pour 

que les tangentes issues du point {jc^, y^ ) soient réelles est donc 

Les tangentes parallèles à la direction (a, ^) sont toujours réelles. 

2? Hyperbole : -^ — ^ — i z= o, A = Thi' — ^^ condition de 
réalité des tangentes issues du point {^t^yt) est 

La corde des contacts a pour équation 

pour que cette droite ne coupe qu^une seule branche, il faut que 

Ton ait 

6*arf — a*yl < o. 

Le faisceau des tangentes parallèles à la direction (a, ^) est réel 31 

ce qui exprime que la parallèle à la direction donnée, menée par le 
centre, ne doit pas couper l'hyperbole. 

3** Parabole : y^ — 2px = o, A = — p^. — On peut donc me- 
ner des tangentes réelles du point (xt, yt) si Ton suppose 

y\—2pxi>o. 

On ne peut mener à la parabole qu'une seule tangente parallèle à 
la direction donnée; en effet, la tangente au point (j;, y) est paral- 
lèle à la direction a, p si ^y — poL --^ o. La droite représentée par 
cette équation ne coupe la parabole qu'en un seul pointa distance 
finie. 

La condition Acp(a, P)<o se réduit d'ailleurs à — /?^P^< o; elle 
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est donc remplie, sauf si P = o : on ne peut mener à la parabole au- 
cune tangente parallèle à Taxe. 

Il nous reste à interpréter la condition A/(^|,j^, Zi)<^o que nous 
avons trouvée plus haut; pour cela, nous devons présenter quelques 
considérations générales. 

Remarques sur l'inégalité f(^, y)>o. 

364. Soity(a:,^) un polynôme entierde degré m; soient A (^uj^O' 
B(:î?2,ya) deux points donnés. Nous savons que 

n- X iH- X 

sont les coordonnées d*un point P situé sur la droite AB. Les points 
d'intersection de AB et de la courbe C ayant pour équation y(x,j^) = o, 
ou, sous forme homogène, f(x^y^ z) = o, sont les points ayant pour 
coordonnées les résultats obtenus, en remplaçant dans les expres- 
sions précédentes Xv par les racines de Péquation 

(i) /(^i-+-Xa7,, j^i-^Xji, i-^-X) = o. 

Le terme indépendant de X étant égal kfi^x^^yC) et le coefficient 
de X"* étant égal ^ /{^^^y^)^ le produit des racines de l'équation 
précédente est égal à 

i- Aynf(xuyx) 

Mais, si \k est l'une de ces racines et P^ le point d'intersection cor- 
respondant, on a 

donc, en appelant P|, Pj, .... Pm les m points d'intersection de AB 
et de la courbe C, on a 

^^^ pTb ^ P,B ^'"^ p;rB ~ /(^„ yt) • 

Parmi les points d'intersection, quelques-uns peuvent être ima- 
ginaires : ce sont ceux qui correspondent aux racines imaginaires de 
l'équation (i); mais, ces racines étant conjuguées deux à deux, le 
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nombre des points d'intersection imaginaires est pair et le produit 

des rapports segmentaires correspondants est positif. En second lieu, 

pour tout point réel P de la droite AB, non situé entre A et B, le 

PÂ 
rapport -^=:r est positif. Donc /{^i-^yi) et /(^2jJK2) ont le même 
PB 

signe ou des signes contraires, suivant que le nombre des points 
d'intersection de la courbe C et de la droite AB qui sont situés entre 
A et B est pair ou impair; ou, sous une autre forme, suivant qu'un 
mobile qui décrit le segment AB rencontre la courbe C un nombre 
pair ou un nombre impair de fois. Seulement, il faut avoir égard à 
une considération importante. Si, par exemple, la courbe C est du 
second degré, il peut arriver que la droite AB soit tangente à G en 
un point P situé entre A et B; ce point devra compter pour deux, 
car il correspond à une racine double de l'équation (i). D'une ma- 
nière générale, chaque point de rencontre doit compter autant de 
fois qu'il y a d'unités dans l'ordre de multiplicité de la racine X cor- 
respondante. 

365. Cela étant, la courbe C partage le plan en un certain nombre 
de régions dans chacune desquelles le polynôme /(^, JK) ^ ^^ signe 
déterminé. Pour plus de clarté, supposons que G soit une ellipse; 
cette ellipse partage le plan en deux régions, l'une contenant son 
centre et que nous pouvons appeler la région intérieure, l'autre 
étant la région extérieure. Si les points A et B sont dans la région 
intérieure, le segment AB ne rencontre pas Tellipse; àonc f [x \ ^ y \) 
Gt/{x2,y2) ont le même signe et, par suite, si (x, y) sont les coor- 
données d'un point intérieur, f{x^y) a un signe déterminé. Si le 
point A esta l'intérieur et B à l'extérieur, /(^n J^i) et /{x^'^y^i) ont 
des signes contraires; donc f{x^y) a des signes différents suivant 
que le point {Xyy) est à l'intérieur ou à l'extérieur de l'ellipse. Mais 
on ne peut pas dire a priori quel signe correspond à l'une ou à l'autre 
de ces régions, car, si l'équation de la courbe est /{x, y) = o, elle 
est aussi bien k{x^ y) =: o^ k étant un facteur arbitraire; or, pour 
remédiera cette difficulté, il suffit évidemment de multiplier /(j?,^) 
par un invariant impair et de considérer par exemple le produit 
A/(^, y)\ on reconnaît en effet immédiatement que ce produit con- 
serve un signe absolument déterminé pour un point donné, quels que 
soient les axes auxquels on rapporte la courbe. S'il s'agit de l'ellipse 
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et si ^Oî^o sonl les coordonnées du centre, on a 

A» 
donc l'inégalité 

exprime que le point x^^y^ est extérieur. Ainsi, pour qu'on puisse 
mener à une ellipse des tangentes par un point A, il faut et il suffît 
que ce point soit extérieur à l'ellipse, ou sur l'ellipse; dans le der- 
nier cas, les tangentes se confondent en une seule. 

C'est d'ailleurs ce que l'on peut vérifier en rapportant l'ellipse à 
ses deux axes de symétrie par exemple, car la condition 

exprime que le point (x^^yi) est à l'extérieur, puisque, en rempla- 
çant X et y par zéro, on a un résultat négatif. 

Considérons maintenant une hyperbole ; elle partage le plan en 
trois régions. On appellera région extérieure celle où se trouve le 
centre ; les deux autres régions sont regardées comme constituant 
l'intérieur. Si nous substituons k x et y les coordonnées du centre 

dans l'expression ^f(x^y), nous trouvons encore — • Mais ce résul- 
tat est négatif, donc la condition 

V(^i»ri)<o 

exprime que le point (:Ci,^i) doit être à l'extérieur. Donc, pour qu'on 
puisse mener d'un point A à une hyperbole deux tangentes réelles, 
il faut et il suffit que le point A soit extérieur. Il convient de re- 
marquer que, si le point A coïncide avec le centre, les tangentes is- 
sues de ce point sont les asymptotes. Enfin, si le point A est sur 
l'hyperbole, les deux tangentes se confondent. 

Reste à examiner la parabole. Nous appelleronsré^eo/i intérieure 
celle où se trouve le foyer. Soient (a?, y) les coordonnées d'un point 
situé sur la tangente au sommet; pour déterminer le signe de 
^f{x,y)y nous pouvons supposer la parabole rapportée à son axe 
et à la tangente au sommet; on a alors 
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Âr étant une constante; mais on n'a pas à tenir compte de ce fac- 
teur A:, car, en le supprimant, t^f{x^y) est divisé par A"*. Donc il 
suffit de considérer le produit — />^(Y^ — 2/?X); or, si X = o, le 
résultat est négatif; donc l'inégalité l/(x,y)<C.o exprime que le 
point (^^yi) est extérieur à la parabole. Donc enfin, pour qu'on 
puisse mener d'un point A deux tangentes à une parabole, il faut et 
il suffit que A soit extérieur à cette parabole. 

En résumé, suivant qu'on a /^/(x^y) > o ou <; o, le point (^,y) 
est intérieur ou extérieur à la conique /. 

Il convient de remarquer que, û f[x^y) est de degré /w, on a, 

X Y . . 

en posant :r, = =^, j^i = ^ , l'identité 

f(X.^,Yi, Z{)adonc le même signe que/(^4,j^i) quand m est pair. 
De même, si a, ,3, y sont des fonctions linéaires, /(a,, Pi,Yi) et 
y(Âai,)vPi,XY<) ont le même signe quand le degré est pair. 

366. Trouver le lieu des points d^oit Von peut mener à une conique 
deux tangentes rectangulaires. — Supposons la conique rapportée à deux 
axes rectangulaires, son équation étant 

Aa?*H- iBxy-^- Gj^'-f- 2Dx -^lEy-h F = o. 

Nous savons former l'équaiion du faisceau des tangentes issues du point 
(^i;^i)i 6Q °6 conservant dans cette équation que les termes du plus haut 
degré, nous aurons l'équation du faisceau des parallèles à ces tangentes, me- 
nées par Torigine des coordonnées, savoir 

La condition pour que ces droites soient rectangulaires est 

4 ( A + G)/(x„ri) -/i, -/;? = o. 

Cette équation est celle du lieu demandé, si l'on remplace x^^ yi par des 
coordonnées courantes. Or l'ensemble des termes du second degré est 

i{A -^ C) {Xx^ -^ iBxy -r- Cy*) -^ 4{Ax -^ Byy— i(Bx -{- Cy)* 

ou, en réduisant. 

Le lieu est donc un cercle, s'il s'agit de l'ellipse ou de l'hyperbole; une 
droite, dans le cas de la parabole. 
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Examinons successivement les trois courbes. 

I** Ellipse. — Si l'on prend pour axes les deux axes de symétrie, l'équa- 
tion du lieu sera 



Va«"^ 6*7 \a^ b^ V 






ou 

ajî — yi ûjî — fcî — G. 

Le lieu est donc le cercle circonscrit au rectangle ayant pour côtés les tan- 
gentes aux sommets; dès que l'on a su que le lieu est un cercle, ce résultat 
était évident. 

a** Hyperbole, — Le même calcul donne, pour l'hyperbole, 

ipi^-^j — a* — 6*. 

Le lieu est donc encore un cercle, qui n'est réel que si a > 6, et qui se ré- 
duit au centre de l'hyperbole %\ a = h, 

3*^ Parabole. — En mettant l'équation de la parabole sous la forme 

y^ — ipx = o, 



l'équation du lieu devient 



p 

a? H- -- = o : 

9. 



le lieu est donc la directrice. 

Il résulte de là que, si l'équation de la parabole est donnée sous la forme 
générale, avec des axes rectangulaires quelconques, l'équation de la direc- 
trice est 

(A -T- G) (îDa? >4- lEy -+- F) — 2D(Aar -h By) — D*— 2E(Ba?-+- G^) - E« =o 

ou, en simplifîant encore, 

2a?(GD — BE) -f iy (AE — BD) — F(A h- G) — D*— E« = o. 

Le cercle que nous avons obtenu, dans le cas de l'ellipse ou de l'hyperbole, 
se nomme le cercle de Monge ou le cercle orthoptique. 

367. Exprimer que deux courbes se coupent sous un angle 
donné. — Soient 

(0 /{^yy) = o, 

(a) i§'(^,r) = o 

les équations de deux courbes, rapportées à deux axes rectangu- 
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laîres. Soient (^, j^) les coordonnées d'un poinl commun à ces deux 
courbes; si la tangente à la première courbe fait, avec la tangente à 
la seconde, en ce point, un angle égal à V, on a 

^^ /^ff-. + f'y^y - " 

On obtiendra donc la condition demandée en éliminant x ei y 
entre les équations (i), (2) et (3). 

Si les courbes doivent être tangentes au point {x, y)^ on a 

tangV — o, 

et, par suite, on remplace l'équation (3) par celle-ci 

(4) fxg'y-fygx^O', 

et, pour exprimer qu'elles sont orthogonales, on éliminera x ei y 
entre les équations (i) (2) et l'équation 

(5) fxgx-^fyg'y=0. 

Pour exprimer que deux courbes sont tangentes, on se sert avan- 
tageusement des coordonnées homogènes. En écrivant que les tan- 
gentes aux deux courbes au point (x^y) coïncident, on obtient les 
équations 

Sx 6y oz 

et Ton élimine x^y^ z entre ces équations et les équations des deux 
courbes mises sous forme homogène. 

Il convient de remarquer que, si l'on suppose qu'un système de 
valeurs x, y^ z vérifient l'équation (6) et l'équation f{Xj y^ z) = o, 
l'équation g (x^ y^ z)^=o sera aussi vérifiée, car, si l'on suppose que 

les dérivées du polynôme g (x, y^ z) étant, en vertu des équations (6), 
proportionnelles à celles de /(x, y, >s), on aura encore 

c'est-à-dire «^(oT, y, ^) = o. 
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368. Exemples. — i* Exprimer que les cercles ayant pour équations 
^î^j^s_4-2Dar-f- 2E^-t- F = 0, a?»-^J^>-4- 2D'ar-i- aE'j^-l- F = o 
se coupent à angle droit. 

Nous devons éliminer x tl y entre ces deux équations et la suivante 

( jr -+- D) (a? -+- D') -+- (^ -+- E) ( j^ -4- E') = o. 

Il suffit d'ajouter membre à membre, après avoir multiplié le premier 
membre de la dernière équation par — a; on trouve immédiatement 

2DD'-H2EE'=F-+-F', 

condition déjà obtenue par une autre voie. 

a* Exprimer que les cercles ayant pour équations 

a.i-4_j^i_Rî=o, (a? — a)«-4-j^«— R'«= o 

sont tangents. 

En écrivant que les tangentes au point {x, y) ont même direction, on 

obtient l'équation 

xy — {X — a)y = o 
ou 

ay = 0, 

c'est-à-dire ^ = o, en supposant a ^ o. 

Il reste donc à éliminer x entre les deux équations 

a?»— R« = o, (a? — a)«— R*= o : 

la condition demandée est 

a = d= R dz R'; 

en supposant a > o, R > R', celte condition devient 

a = R -4- R' ou a = R — R', 

résultats connus en Géométrie élémentaire. 

Remarque, — Si l'on écrit que les coefficients des équations des tangentes 
au point {x^y) sont proportionnels, on obtient les équations 

^ _ y _ R* 

X — a y a{x — a) -+- R'* 



y X 

— par 1, car on devrait avoir aussi 

JK ' X — 

ne peut avoir lieu pour aucune valeur finie de x; donc^ = o, . . .. 



On ne peut remplacer — par i, car on devrait avoir aussi = i, ce qui 
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3® Condition pour que deux coniques coaxiales se coupent à angle 
droit. — Soient 

deux coniques dont les axes de symétrie coïncident; on obtient la condition 
demandée en éliminant x et y entre les deux équations précédentes et celle-ci 

On trouve a — p = a'— p'; en outre, pour que les points d'intersection 
soient réels, il faut supposer a3.a'P'<o; donc, Tune des coniques doit 
être une ellipse et l'autre une hyperbole; si l'on suppose, par exemple, que 
les deux équations soient 



ar* y* x^ y' 

"- -f- ^ — I = o, -li — iTi — ï = o 



} 



la condition a* — 6*= a'* -h 6'* exprime que les deux courbes doivent avoir 
les mêmes foyers; et alors elles se coupent à angle droit en chacun de leurs 
quatre points d'intersection. 

Normales. 

369. On appelle normale à une courbe la perpendiculaire à une 
tangente à cette courbe menée par le point de contact. Ce point 
s'appelle le pied ou le point d* incidence de la normale. 

Si les axes sont rectangulaires, la normale au point ( x, y) de la 
courbe f(x, y) = o a pour équation 

f. ~ f'y ' 

et, si les axes sont obliques, 

X—x _ \—y 
A-Z^cosÔ ~ /^-A-cosO' 

6 étant Tangle des axes. 

On peut encore, quand les axes sont rectangulaires, mettre l'équa- 
tion de la normale sous la forme 

ou 

(X — a?) tir -h (Y —y) dy = o. 

370. Mener par un point une norma'e à une courbe donnée, — 
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Supposons les coordonnées reclan^ulaires. Soient 

(i) f{x,y)=--o 

l'équation de la courbe et x^ , y^ les coordonnées d'un point donné A. 
Il s'agit de trouver un point M sur la courbe donnée, tel que la 
droite AM soit normale en M à cette courbe; les coordonnées {x^ y-y 
du point M doivent donc vérifier Téquation (i) et Téquation 

(2) — jf — = -77 — 

J X J y 

Tout point commun aux courbes représentées par les équations 
(i) et (2) satisfait à la question, pourvu que ce point ne soit pas un 
point multiple de la courbe proposée. Si la courbe donnée f est 
du degré m, il en est de même de la courbe représentée par l'équa- 
tion (2); donc on peut mener par un point donné au plus m^ nor- 
males à une courbe algébrique de degré m. 

En particulier, on peut mener à une courbe du second degré 
quatre normales par un point donné. L'équation (2) représente 
alors une hyperbole équilatère dont les asymptotes sont parallèles 
aux axes de la conique et qui passe par son centre et par le point 
donné. Nous reprendrons plus loin ce problème. 

Si Xx^yx sont les coordonnées du centre, Téquation (2) représente le fais- 
ceau (les axes de la conique (1). 

371. Mènera une courbe une normale parallèle à une direc- 
tion donnée, — Exprimons que la normale au point {x^y) est 
parallèle à une direction (a, ^), ce qui donne l'équation 

(3) a/;.-p/:, = o. 

Les pieds des normales parallèles à la direction donnée sont donc 
les points simples de la courbe proposée qui sont sur la courbe 
d'ordre m — i représentée par Téquation (3); il y a, au plus, 
m{m — ï) solutions, ce que Ton pouvait prévoir, car il y a autant de 
normales parallèles à une direction donnée que de tangentes perpen- 
diculaires à cette direction. 

Remarque. — Supposons que le point A(a:j,^i) s'éloigne indéfininient 
dans la direction (a, p)et cherchons ce que devient alors l'équation (2). Pour 

cela, remplaçons X\ et^i par ^y %- et les coordonnées courantes x, y par 

Lx Li 
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\ Y 

— , =-; par cette substitution, l'équation devient 

(X,Z-XZ,)/ï-(Y,Z-YZ,)/k=o, 

et si Xi = a, Yi = p, Zj = o, on obtient, à la limite, . 

Z(«/i-P/k) = o. 

La courbe représentée par l'équation (a) se décompose donc en deux par- 
ties : la droite de l'infini et la courbe (3). Donc, m des points d'intersection 
des courbes (i) et (2) sont rejetés à l'infini et il ne reste que m' — m ou 
m (m — i) solutions finies, au plus. 

374. Exprimer qu'une droite est normale à une courbe donnée. — On 
identifie l'équation de la droite donnée avec celle de la normale en un point 
('^i^^'i) appartenant à la courbe et l'on élimine x^, y^ entre les deux rela- 
tions fournies par l'identification et la condition y (^"i, ^1) = o. 

Application au second degré. — 1* Soit 

X^ y^ 

-- -4- -^ —1=0 

l'équation d'une conique à centre rapportée à ses axes de symétrie. La nor- 
male au point {x^^ y^) ayant pour équation 

a^jx — xx) _ e6»( r—Vi) 

^"1 ~ Fi ' 

identifions cette équation avec 

ux -h vy -h iv = o, 
ce qui donne 

tt£i _ <iri _ t»^ 
a* — £6* ~" zù^ — a*' 

d'où, en posant, pour abréger, a* — eb* = c*, 

xi __ a «• .Kl __ « ^ *** 
a c^ u b c^ V 

La condition demandée est donc 



a^ 




b^ 




c* 




H-£ 




" 




u^ 




V* 




wt 



'2° Considérons en second lieu la parabole rapportée à son axe et à la tan- 



gente au sommet : 



y^ — 2/?a:= o. 

iNlKWENOLOWSKI. — G. an., l. 21 
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Il s'agit d'identifier les équations 

= "^ :^— , MO? -h f V -f- w = o, 

ce qiii fournit les deux équations 

yi p ri (^1 -+-/>) 

^— ^~" — •^~* ■ _— ___— — ^^^^— ^» • 

On en tire 






et, par suite, la condition demandée est 

pu* -h 2puv* -h a wv^ = o. 

373. THÉORàuE. — Le cercle est la seule courbe dont toutes les nor- 
maies passent par un point fixe. 

Prenons deux, axes rectangulaires passant par le point fixe. Pour que la 
normale au point (j?, y^ passe par l'origine, il faut que 

Il s'agit de déterminer la fonction y qui vérifie l'équation précédente. Le 
premier membre est la dérivée de {(a?*-!-^*), par rapport à x\ donc 

G désignant une constante arbitraire, ce qui démontre la proposition. 

Détermination de la tangente et de la normale à une courbe 
dont les coordonnées sont des fonctions d'un paramètre. 

374. Supposons que les coordonnées cartésiennes d*un point M 
soient des fonctions, pourvues de dérivées, d'un paramètre variable t 

Quand on fait varier ce paramètre, le point M décrit une courbe 
dont on obtiendrait Téquation en éliminant t. Supposons, pour plus 
de simplicité, les axes rectangulaires et, en outre, les fonctions /(/) 
et ^{t) uniformes, c'est-à-dire n'ayant qu'une seule détermination 
pour chaque valeur de t. Le coefficient angulaire de la tangente au 
point pour lequel le paramètre a une valeur particulière t a pour 
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valeur -=^, ou -37 : -j-, c est-a-aire*^—-,; la tangente en ce point a 
dx di dt ? (^) 

donc pour équation 

X-/(0 _ Y-o(0 

et l'équation de la normale au même point est 

fX-/(OÎ/'(0 + [Y-?(0]?'(0 = o. 

373. Exemples, — i** Les formules a? = a cos^, y=^b smt défi- 
nissent une ellipse. La tangente et la normale au point t ont respec- 
tivement pour équations 



a 

ax 
cost 









c«, (cî=a«— 6»). 



2° De même jî = aCAit, y = bSht représentent une hyperbole; 
la tangente et la normale au point t ont pour équations 



xCht ySht __ 



= I 



a 

ax 
CÏÏ7 



by _ 



Sht 



= c- 



(ci = a^-{-b^). 



Fig. 90. 



3** Soient Oj?, Oy deux axes rectangulaires {^Ig» 90); un cercle 
variable de rayon constant a se déplace en 
restant constamment tangent à Taxe des ût. 
On prend un point M tel que arc AM = OA; 
on demande la tangente en M à la courbe dé- 
crite par le point M. 

Si Ton nomme t l'angle AwM, les coor- 
données X, y d\x point M sont données, 
comme on le voit aisément en calculant les 
projections du chemin OAtoM sur les deux axes, par les formules 

X = at — as'int, y = a — a cost, 
La normale en M a pour équation 




X — a/) (î — cos^)H-^sin/ = o. 
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Sous cette forme, on reconnaît que celte normale coïncide avec la 
droite MA. La tangente en M est donc la droite MB. 

Si Ton imagine que le cercle a> roule sans glisser sur Ox, le lieu 
du point M est la courbe décrite par celui des points liés invaria- 
blement au cercle, qui était confondu avec le point O, quand ce 
cercle était tangent en O à Taxe Ox. Cette courbe se nomme cycloïde. 



Longueur d'un arc de courbe. 







376. Soit AB un arc de courbe plane {fig* 91); nous allons démontrer q^uq 

le périmètre d'une ligne brisée inscrite à 
^*8- 9»- cet arc et dont chaque côté tend \ers zéro. 

les extrémités de cette brisée étant confon- 
M ^,*-'-^' "*^'* dues avec celles de l'arc, tend vers une 

limite déterminée, indépendante du mode 
d'inscription de la brisée et de la loi suivant 
laquelle ses côtés tendent vers zéro. 

Pour le prouver, rapportons la figure à 

^ deux axes rectangulaires Oa:, 0^ tracés 

dans son plan. Soient M, M' deux sommets 

consécutifs de la brisée. En appelant x et j^ les coordonnées de M et xh-Aj-, 

y -^ ^y celles de M', on a, en supposant Ajr>o pour toutes les valeurs 

de X comprises entre a et 6, abscisses de A et de B, 

corde MM' = /Âï»^ -^ A^* = Aj-i/n-i ( — )*• 

\ous supposons que l'ordonnée y soit une fonction de x pourvue d'une 
dérivée^'; chaque côté de la brisée tendant vers zéro, nous pouvons poser 



/ 



V * (s)'= •'"-"^ 



a tendant vers zéro en même temps que ^x. Le périmètre de la brisée est 
égal à la somme 

SAx(v/i-hy*-ha). 



Cette somme se compose de deux parties; la première, £ /i h- j^'«. Ar, a pour 



limite l'intégrale 



a 



La seconde partie, 2IaA:r, a pour limite zéro; nous supposons en effet , 
comme nous l'avons dit, que si un point M parcourt l'arc AB de A vers B, 
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Tabscisse de ce point va en croissant de A vers B. S'il n'en était pas ainsi, 
on partagerait Tare AB en portions remplissant cette condition. Dès lors, les 
infiniment petits ùiX étant tous positifs et leur somme 2A27 étant égale à 
b — a, on sait queSaAâ? a pour limite zéro. Donc la limite du périmètre de 
la brisée inscrite à l'arc AB est égale à l'intégrale précédente; elle est, par 
suite, indépendante de la loi suivant laquelle les côtés tendent vers zéro. 
Cette limite est, par définition, la longueur de l'arc AB. Gela étant, si Ton sup- 
pose le point M mobile et que Ton désigne par s la longueur de l'arc AM, on a 

f ^ \-\- y^ dx 

a 

et, par suite, 

ds = /i -hX* ^ = ^dx^ -^ dy^, d'où ds^ = dx^-i- dy*. 

On voit encore que, si M et M' sont deux points infiniment voisins de l'arc 
de courbe que nous avons considéré, on a 



arc MM' = A*, corde MM' = Ix i/ » -*- ( t^ ) > 

m 

on en conclut que le rapport de l'arc MM' à sa corde a pour limite r, quand 
l'arc tend vers zéro. 

377. Exemple. — Si l'on désigne par G la longueur de la circonférence 
d'un cercle de rayon R rapporté à deux diamètres rectangulaires, on a ^ 

c=4R r-j^= 

ou, en posant x = Ru, 

G=4R r'-T^^- 

»/o yi — a* 

Q 

Le rapport — est donc constant; en le désignant par tc on a 

du 



i> 1 r du 

'^ Jo yj \ — u^ 



378. Soit a Tangle que la tangente en M fait avec l'axe des x. En 
supposant les axes rectangulaires, tanga= -j^ ^ donc 



dx 

= -T^ = S t/j, (s = ± i), 

cosa sina ^ . '' 



d'où, en prenant e = + i , 



dx dy 

cosa = -=-, sina=-r-» 

ds ds 
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Fig. 93. 



L'angle a ainsi défini est déterminé à un multiple près de 27:. 

Soit A l'origine des arcs (^fig* 92); Tare 
AM croît avec x^ donc cos a est positif. 
L'angle a est celui que la demi-tangente MT 

fait avec Ox. Si l'origine des arcs est en B, 
de sorte que l'arc s décroisse quand x croît, 
cosa est négatif, et, par suite, a est l'angle 

que la demi-tangente MT' fait avec l'arc 0:2*. 

On peut encore remarquer que, si PP'= dx^ on a MH = ds^ le seg- 
ment MH étant sur la tangente T'T. (On peut remarquer que 
l'angle a est celui que la vitesse d'un mobile décrivant Tare di* 

courbe donne fait avec O^.) 




Tangente, normale, sous-tangente, sous-normale. 



I^^'g- 93- 



379. Considérons une courbe rapportée à deux axes rectangulaires 

{fig- 93 ), et soient T et N les points où la 
tangente et la normale en un point N ren- 
contrent l'axe des x. On nomme longueur 
de la tangente, ou simplement tangente, 
le segment MT, et normale le segment MN. 
Soit A le pied de l'ordonnée du point M; 
on nomme sous-normale le segmenl AN 
et sous-tangente le segment AT; nous poserons 




S., = AN, St = ÂT, T = |MT|, N = |M\I. 
L'équation de la tangente en M étant 

si l'on désigne par x' l'abscisse du point T, on trouve, en faisant 
Y = u, 



ce qui donne 






Sr=-^. 
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Pareillement, l'équation de la normale en M étant 

x-:P4-y(Y-^) = o, 

si Ton nomme ^" Tabscisse de la trace N de la normale sur l'axe 
des x^ on a 

c'est-à-dire 

Comme vérification, on peut remarquer que Sj(. Sj = — y-. 
On a ensuite 

On peut écrire les formules précédentes de cette manière 

dx dy ds ds 

380. Applications. — i° La sous-normale d*une parabole, relative à son 
axe, est constante et réciproquement. 

En effet, soit y^ = %px Téqualion d'une parabole rapportée à son axe et à 
la tangente au sommet : ^y^=yy' =zp. 

Réciproquement, si S>' = /?, on a yy'x=^ Pt donc^' = ipx -\- C. 
•2° Toutes les courbes représentées par Féquation 

dans laquelle h est un paramètre variable, ont la même sous-normale, aux 
points qui correspondent à une même abscisse, car on tire de l'équation pré- 
cédente 

Aa7-h Cyy'x = 0' 

On déduit de cette remarque une construction très simple de la normale 
en un point d'une hyperbole. En effet, l'hyperbole ayant pour équation 

x^ T* _ 
â"i ~ 6^ ""'' 

le faisceau de ses asymptotes est représenté par l'équation 

x^ v' 

Soit M un point de l'hyperbole {fig. 94); l'ordonnée de M coupe en M' 
l'une des asymptotes ; menons M'N perpendiculaire à cette asymptote ; la nor- 



344 CHAPITRE XIV. 

maie en M à Thyperbole est la droite obtenue en joignant le point M au 

point de rencontre N de M'N avec l'axe 
transverse. 

Pareillement, les courbes défînies par les 
deux équations 



Fig. 91- 




A x^ -h Cy^ = A, Aar» — C^» = A, 

ont des sous-normales égales et de signes 
contraires, aux points qui correspondent à 
une même abscisse; d'après cela (/tg- 95), en 
remarquant que Téquation d'une ellipse rapportée à ses axes est 







6* 



= 1, 



A .»• 



et que le faisceau des diagonales du rectangle 
ayant pour côtés les tangentes aux sommets a 
pour équation 

soit M un point de cette ellipse (^2^- gj); l'or- 
donnée MP rencontre en M' la diagonale OC de ce rectangle; si la perpendi> 
culaire M'N' à OC rencontre le grand axe au point N' et si Ton prend 

F\ = — PN', MN est la normale en M à l'ellipse. 



EXERCICES. 

1. On mène d'un point P des tangentes à la courbe ^ = x' : i* trouver 
dans quelles régions du plan doit se trouver le point P pour que ces tangentes 
soient toutes réelles; 2* les axes étant rectangulaires, former l'équation du 
cercle qui passe par les points de contact; 3" lieu du point P tel que ce cercle 
passe par l'origine. 

2. Étant donnée la courbe a:* — ^PJ^* = ^ (axes rectangulaires) : i" former 
l'équation du cercle qui passe par les points de contact des tangentes issues 
d'un point P; 2° lieu du point P pour lequel le rayon de ce cercle est con- 
stant; 3° lieu du point P pour lequel le centre du cercle est sur la courbe 
donnée; 4** lieu du point P pour lequel le cercle est tangent à cette courbe. 

3. Étant donnée la courbe a7'-f-j^*= a', trouver les points de contact des 
tangentes issues du point P(a, P). — Équation aux y de ces points de contact. 
— En déduire les x par une équation du premier degré en x. — Quelle par- 
ticularité présente l'équation aux y, quand le point P est sur la courbe? — 
Former, dans ce cas, l'équation des coniques passant par les points de con- 
tact. 
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4. Étant donné un cercle de rayon variable, tangent en A à la droite A6, 
on mène à ce cercle des tangentes par deux points fixes pris sur AB. Lieu du 
point de rencontre de ces tangentes. 

5. Remplacer dans renoncé précédent le cercle par une conique ayant un 
sommet en A, la droite AB étant la tangente en ce point. 

6. Trouver l'expression de ds* avec des axes obliques. 

7. Même question avec des coordonnées polaires. 
— Si l'on pose x = p coso), ^ = p sinco, on a 

dr H- idy = (cosu) -h is'mui){dp -f- idoi), 
dx — idy = (cosu) — i sina>)(c?p — /(foi), etc. 



Détermination géométrique des tangentes à quelques courbes. 

381. Nous allons d'abord établir, par le calcul, une proposition fonda- 
mentale. 

Si une figure plane de forme invariable se déplace dans son plan, 
pour chaque position de cette figure, les normales aux courbes décrites 
par ses différents points se coupent en un même point, qiCon nomme le 
centre instantané de rotation. 



Fig. 96. 



Soient {^fig. 96) Ox^ Oy deux axes rectangulaires fixes et toX, wY deux 
axes également rectangulaires et liés invariable- 
ment à la figure mobile. Nous supposerons que 
l'on puisse amener, à l'aide d'un déplacement 
effectué dans le plan donné, les axes mobiles à 
coïncider respectivement avec les axes fixes, de 
sorte que, toX coïncidant avec Oa:, toY coïncide «^ 
avec Oy, Les coordonnées X, Y d'un point dé- 
terminé M de la figure mobile restent con- 
stantes, tandis que ses coordonnées x^ y sont 
variables. Pour définir le déplacement de la 
figure mobile, nous prendrons, pour variable in- 
dépendante, l'angle a que la demi-droite coX 

fait avec Oo? et nous supposerons que les coor- 
données Ti, yi de a> soient des fonctions déterminées de a. On sait que 

(1) J7 = a?i -i- X cos a — Ysina, j^ =^i-4- X sina -h Ycosx. 

On en déduit 




(•î) 



dx 
di 



dx\ 
1i 



—(y—yi)i 



dy dyi . . 
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Considérons le point P ayant pour coordonnées 

/ov dvi dxx 

(3) ^, = ^,_-^, ^,=^,+ _-. 

Ces formules combinées avec les formules (2) montrent que 

dx dy 

(4) 5ï=^'-->'' 3Ï='-^- 

par conséquent 

(5) ^=__^:z^o, 

co qui prouve que MP est normale à la courbe décrite par le point M(X, Y). 

La position du point P, indépendante de M, dépend de la valeur de a ; je 
dis que tout se passe, pour chaque valeur de a, comme si la figure tout en- 
tière tournait autour de P. 

Supposons, en effet, que le point M tourne effectivement autour d'un poiot 
fixe coïncidant avec le point P, d'un angle égal à Aa. En désignant par r le 

rayon PM et par ^ l'angle que PM fait avec Ox, 

X — j:*o= >'COScp, J' — J'o = '^ sin cp ; 
par conséquent, 

d.r .do , ^ d(D dy do , . d^ 

di ' di ^-^ '^^ di d^ ' doL doL 

mais nous supposons A<p = Aa, ce qui donne -^ = 1; ces formules coïncideul 

donc avec les formules (4). 

Cela étant, le point P n'est pas fixe non plus par rapport à coX et wY: 
soient Xq, Yo ses coordonnées qui dépendent de a. Posons 

Xo=F(a), Yo = 4>(ût). 

Ces équations définissent une courbe C liée invariablement aux axes mo- 
biles; soient encore 

ces équations définissent une courbe fixe C. La courbe C, lieu des positions 
successives que le point P occupe par rapportauxax.es mobiles, est entraînée 
dans le mouvement de ces axes. En appliquant les formules (i) au point P, 
on obtient 

Xçs— a^iH- Xocosa — Ypsina, j'o =^i-H X^sina -+- Yocosa 
et, par conséquent, en se rappelant queXo et Y© sont variables, 

idxfi dx\ dKo rfYo . , >, 

(6) 



/ ^ = ^Zl _ ^^° sin 
[ d% doL d% 



d\o / \ 

a -h —,— cosxH-(a^o— -a^t) 
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el, en tenant compte des équations (4), 

(7) dxo=^ dXoCOSoL — dYosinoL, dyo= dXoSinz-^- dYoCosoL. 

Cela étant, prenons un point fixe A sur la courbe G et, sur la courbe G', 
un point B lié invariablement à cette courbe et posons 

arc AP = s, arc BP = a. 
Si nous posons 

(8) dxo= dscos^, dfo=dssin^\ dXo= d(Jcos*(, é/Yo = rfci siny, 

p sera l'un des angles que la tangente en P à la courbe G fait avec O^ 
et Y l'un des angles que la tangente au même pointa la courbe G' fait avec wX; 
or, les formules (7) donnent ds^= rfcr*. 

En plaçant convenablement l'origine B de l'arc a, on peut supposer ds = d(s 
et, par suite, si arcAP = arcBP, cette égalité subsistera. En comparant les 
formules (7) et (8) et en tenant compte de l'égalité ds = d7, on obtient 

p = a -4-7 Hr iklZy 

ce qui prouve que les courbes G et G' sont tangentes en P. Il résulte de là 
que la courbe G' roule sans glisser sur la courbe G et que le centre instantané 
de rotation est, pour chaque position de la figure mobile, le point de contact 
des courbes G et G'. 

Réciproquement, supposons qu'une courbe mobile, de forme invariable G', 
roule sans glisser sur une courbe fixe G, et soient a^o, ^'0 les coordonnées du 
point de contact, rapportées à deux axes fixes; Xq, Yq étant les coordonnées 
du même point, relatives à deux axes mobiles liés invariablement à G'. En 
conservant les notations précédentes et tenant compte de l'équation ds — û?<t, 
la formule' 

p = a -h Y H- 2 Air 

donne, en vertu des équations (8), 

dx^ d\o d\o . dvo d\o . dY^ 

— r- = —7— cosa 1— sma, — >- = —, - sma h ; — cosa. 

aa a% da da doL d% 

Mais, en comparant ces équations avec les équations (6) qui s'appliquent à 
un point quelconque (^o»^o)> on retrouve les équations (3), ce qui prouve 
que le point {xq, y^) est précisément le centre instantané de rotation corres- 
pondant à la valeur considérée de a. 

382. Déplacement d'une figure plane de forme invariable et dont deux 
points'^, Q décrivent des lignes droites. — Nous supposerons que les deux 
droites fixes données soient concourantes et nous prendrons pour axes les bis- 
sectrices de leurs angles; nous prendrons le milieu de PQ pour origine od 

des axes mobiles, coX coïncidant avec a>P. Si Ton pose u>P = a, les formules 
de transformation appliquées au point P donnent 

a? = a^iH- a cosa, ^=^j-Hasin^. 
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Soît j^ + /lur = o réquation de la droite décrite par le point P: on doit 
poser 

(i) y i -T- a sïn OL-^ FUT 1-7- ma cosj, r=z o. 

Le point Q décrivant la droite ayant pour équation jr — mx = o, nous 
devons poser, de même encore, 

i'JL) yi — asinx — mj'i -h ma cos a = o. 

De ces deu\ équations on tire y\-= — /wacosa, J"i = sina. 

Cela étant, les formules de transformation relatives à un point M de la 
ligure mobile sont 

t 3) x=Xcosx — (Yh j sina, y=i{\ — ma)coss -h X sin2. 

Ces équations donnent sina et cosz; on en déduit Téquation du lieu de M 
[xx+(Y-Hjj.r]'-[Xv-(Y-ma)x]«=[x'-^(Y-m.,)(Y-j)]*. 

Cette équation représente une ellipse, pourvu toutefois qu*on suppose 

\» -!- ( Y — ma ) ( Y H ) ^ o. 

Or, réquation 

(4) \2-4-<Y — /?ia) ^Y-H ~] =o " 

représente un cercle C; je dis que tous les points de la G^ure mobile qui 
sont sur ce cercle décrivent des droites passant par le point O. En effet, si 
réquation (4) est vérifiée, le déterminant des équations (3) est nul; pour que 
ces équations soient compatibles, il faut qu'elles deviennent identiques et, 
par suite, que Ton ait 

\x-h(V-^~)K = o, \r — (Y — ma ) x = o. 



^■-s)-». 



Ces deu\ conditions sont d'ailleurs identiques, en vertu même de l'équa- 
tion (4). 

Cela posé, les extrémités P', Q' du diamètre du cercle C qui passe par le 
point M décrivent, d'après ce qui précède, deu\ droites OP', OQ' qui sont 
évidemment rectangulaires. Les calculs seront simplifiés si nous prenons ces 
deu\ droites pour axes; les points P' et Q' vont remplacer les points P, Q et 

le milieu de P'Q' sera l'origine (i> des axes mobiles, wX coïncidant avec ctiP'. 

Nous désignerons encore par a l'angle de a>X avec Ox. Si l'on remarque que 

<i> est le centre du cercle C, on a a>P'= R,- R étant son rayon; on trouve 
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inunédiatcment 

(5) iri=Rcosa, ^i = — Rsina. 



On voit tout d*abord que si l'on appelle A le segment ojM, les formules de 
transformation donnent pour le point M 

I 

a™ = R cosa-h h cosa, >- = — R sina -4- Asina; 
donc Tellipse que décrit le point x\l a pour équation 



X' K* 



(^R -+-/*)* (R — A)« 



= I. 



Les axes de cette ellipse sont donc les droites joignant le point aux 
extrémités du diamètre du cercle G' qui passe par le point M, et les longueurs 
des demi-a\es sont les distances du point M à ces deux extrémités. 

Cela fait, le centre du cercle G' est précisément le point to et, comme les for- 
mules (5) donnent 

un voit que ce point décrit un cercle de rayon R ayant le point O pour 
centre. Les coordonnées du centre instantané sont définies par les formules 

dVi d.ri 

donc 

3" = 2R cosa = 2;ri, y == — 2Rsina = 2jKi. 

de sorte que 

Le centre instantané est donc le point de contact du cercle G' avec un 
cercle de rayon double G qui lui est tangent, le cercle G' étant à l'intérieur 
du cercle G. 

Les formules de transformation appliquées à un point M quelconque sont 

(6) j: = (X -h R) cosa — Ysina, ^=Ycosa-f-(X — Kjsina; 

on vérifie ainsi d'abord que le cercle G' a pour équation 

\î_u VJ_Rî=o. 

Soit II (X, Y) un point de ce cercle; posons 

X=Rcos9, Y = Rsino; 
ce qui donne, pour les coordonnées x, y du point 11, 
X = R [(I -t- coscp) cosa — sinç sinaj, ^ = R [sincp coia — (i — cos'j)sina]. 
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sino 



I — coso 



- = tangjo, 



oit 
c'est-à-dire 



1-HCOSC& sino 

ce qui permet d'écrire 

j? = R( iH- ces©) [cosa — tang Jcp sina], ^ = R sinç [cosa — tang* o sinz|: 

donc 

y z= X tang Jcp. 

H convient d'ajouter que la première des équations (6)^ par exemple, nr 
peut donner pour a une valeur réelle que si Ton suppose 

.r»<(\-+- R)«-hYï 

:f* < 2 R* -4- 2 R* cos 9, 

:r»<4R«cos»}îp. 

Gela prouve que le point H est toujours compris entre les extrémités du 
diamètre du cercle G sur lequel il se trouve; résultat évident a priori. 

En résume, quand deux points d'une figure mobile de forme invariable se 
déplacent sur deux droites fixes qui se coupent en un point O, le mouvement 
<le cette figure peut être produit par le roulement d'un cercle G' passant 
constamment par le point 0, sur un cercle G de rayon double, a3'ant son 
rentre au point O. Tous les points du cercle G' décrivent des portions de 
droite qui sont des diamètres du cercle G et les autres points décrivent des 
ellipses ayant leur centre en O. 

Il est évident que si les droites fixes données étaient parallèles, la figuro 
mobile aurait un mouvement de translation. 

Tous ces résultats se démontrent très simplement par la Géométrie élémen- 
taire. 

383. Applications, — i° Soient AB une droite de longueur constante 
{Jig, 97) dont les extrémités glissent sur deux droites fixes et M un point de 

cette droite tel que AM et RM aient des longueurs 
constantes BM = a, Ai\i = ^. Le point M décrit une 
ellipse, comme nous le savons déjà; si l'on désigne 

par X, y les coordonnées de M, en posant OA = a, 




OR = p, on a 

X — 



n 7. 



-6' y^a 



*p 



et 



(a-^^^)î=a«-f- ?* — 2 ût^ cosO, 



l'équation de l'ellipse décrite par le point M est donc 

x^ y^ 2.rvcos8 



= 1. 



a* b* ab 

Le centre instantané de rotation de la droite AB est le point de concour? 
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Fig. 98. 



des normales en A et B aux trajectoires de ces points; c'est donc le point de 
rencontre de la perpendiculaire AG à l'axe des x et de la perpendiculaire BC 
à l'axe des^; il en résulte que la normale en M à l'ellipse est la droite CM. 

Considérons le cas particulier où les extrémités de la droite se déplacent 
sur deux droites rectangulaires i^fig» 98). 

Soit AB une position de la droite mobile et supposons, comme plus haut 
AM =a, MB = h. En joignant M au centre in- 
stantané de rotation C, nous obtenons, comme 
nous venons de le voir, la normale CM au 
point M, à Tellipse décrite par le point M. 

Si nous prenons 0A'= OB et 0B'= OA, la 
droite A'B' sera perpendiculaire à AB et, par 
suite, si A'M' = a, OlVr est perpendiculaire 
à CM; par conséquent, OM' est le diamètre con- 
jugué à OM; et, en outre, OM'±=MC. On voit, 
en effet, que si Ton fait tourner le triangle ABC 
de 90** autour de B, de manière que le côté BC 
vienne dans la direction 0:r, les côtés de ce triangle deviendront parallèles 
à ceux du triangle A' OB'. Cela posé, si w est le centre du rectangle OBGA, 
on a 




OM -hMC =20u> -f-2ioM = 



! (a-i-6)» (a — 6)* 



2 



'}. 



c'est-à-dire 



a'«-i-6'»=rt«-i-62. 



L'aire du parallélogramme construit sur OM etOM'a pour mesure OM'x MP, 
c'est-à-dire MC x MF, P étant le point de rencontre de M'O et de CM. Mais 
l'angle OPC étant droit, le point P est sur le cercle circonscrit au rectangle 
OBCA; donc, MC x MP = AM.MB = aè. 

Si l'on donne OM et OM', on peut construire facilement OA et OB. En 
effet, il suffît de décrire un cercle sur OC comme diamètre; les points A et B 
sont les extrémités du diamètre 10 M. On a ainsi résolu ce problème : Con- 
struire les axes d'une ellipse dont on connaît deux diamètres conjugués. 

'2* Nous avons trouvé la normale en un point d'une cycloïde. Plus géné- 
ralement, si un cercle roule sur un second 
cercle fixe, sans glisser, la normale en un 
point quelconque de la courbe décrite par 
un point M lié au cercle mobile, s'obtiendra 
en joignant le point M au point de contact 
du cercle mobile et du cercle fixe. 

Prenons {Jig. 99) pour axes fixes deux 
diamètres rectangulaires du cercle fixe, et 
prenons sur le cercle mobile un point M 
tel que arc PM = arc PA. Supposons que wX 
passe par M et que les coordonnées du 
point M soient X = — 6, Y = o, b étant le rayon du cercle mobile. Si a est 



^'ig- 99- 
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le rayon du cercle fixe, et si l'on appelle «p et ç' les angles AOP, PwM, on a 



açp = 6ç)', a = o -h çp'= o ( i -h y ) 



par suite, x, y étant les coordonnées absolues de M, 

/ i \ t a -^b . ... . . a-\- b 

x=z {a->r b) coso — b cos — ^^ — o, ^ = (a h- 6) sin o — b sin — ^ — r^. 

Ces équations représentent le lieu du point M. Si Ton prend (dB = mb^ les 
coordonnées du point R seront 

Sa? = (a -f- ô) coso — mb cos — -. — ç), 

i / iLv • , . a 4- 6 

1 j^ = (a -h 6) sinç — mo sin — -z — o. 

On vérifiera sans difficulté, par le calcul, que RP et MP sont les normales 
en R et M, respectivement, aux courbes décrites par les deux points. 

Lorsque m > i, le point R décrit une épicycloïde allongée ; si /n < i. une 
épicycloïde raccourcie. 

Si le cercle mobile était tangent intérieurement au cercle fixe, on aurait, 
pour déterminer le lieu d'un point M de cercle mobile, les équations 



a —b 

i X = {a — ù)cQs<^ -h bcos 

Ci) 



1 X = (a — b)cQs<^ -h bcos — j — ç, 

< 

/ X = {a — b)sinf-¥-b sin — y — © ; 



la courbe décrite serait alors une hypocycloîde. Si a = 'ib^ ces formules 

donnent 

j* = a cos^, y = o. 

On sait, en effet, que si un cercle roule intérieurement sur un cercle de 
rayon double, un point du cercle mobile décrit un diamètre du cercle fixe. 
Si l'on remplace, dans les formules (•>►), (p par <}> et 6 par « -h 6, on obtient 

.r = — b cos^/ H- (a -h &) cos , 'i^, K = — ^ sinil -i- (a -h b) sin ^6 , 

el, si l'on pose y ij; = ç, il vient 

jr — (a -\- b)cos(f — 6 cos (i-^t)?! y = (a -h b)s'in^ — 6sin(i-hjjçp. 

Ce qui prouve qu'une épicycloïde est susceptible d'un double mode de gé- 
nération par le roulement d'un cercle mobile sur un cercle fixe. On peut, en 
effet, faire rouler sur un cercle fixe de rayon a un cercle tangent extérieure- 
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ment de rayon b, ou un cercle tangent intérieurement et de rayon a +6. On 
vérifie aisément la proposition par la Géométrie élémentaire en considérant 
le cercle passant par M et tangent au cercle ù\q au second point d'intersec- 
tion de MP avec ce cercle. 

De la même manière, en remplaçant, dans les formules (2), b par a — b 
et ç par 6, on obtient les formules 

b b 
X = b cosô -^ia — b) cos 7 6, y = 6 sinO — (a — b) sin ^ ; 



en 



posant 7 6 = — cp, c'est-à-dire 6 = ( i — ^ j (p, ces formules deviennent 



-6 



X = {a — 6) coscp -f- 6 cos — - — ©, y ■= {a — 6)sincp — 



b sin 



. a — b 



*-?' 




ce qui étend la proposition précédente au cas où l'hypocycloïde est extérieure 
au cercle fixe; comme dans le cas précédent, le point de contact variable du 
cercle intérieur de rayon a — 6 est le second point de rencontre du cercle 
ïixt avec la droite MP. 

3° Tangentes aux conchoïdes. — Soient G une courbe quelconque (Jlff. 100) 
et O un point fixe. Sur une sécante variable menée par et rencontrant la 
courbe G en P, on porte une longueur con- 
stante PM. On demande de construire la tan- 
gente en M à la courbe décrite par le point M, 
en supposant connue la tangente en P à la 
courbe G. 

Gonsidérons un point P' infiniment voisin de P 
et prenons sur OP' un segment O'P' égal à OP 
et soit P'M'=PM. 

On peut regarder les points O, P, M comme 
appartenant à une figure plane de forme inva- 
riable ; la trajectoire du point P étant la courbe G, 

nous connaissons, par hypothèse^ la normale à la trajectoire du point P. Le 
point de la sécante OP qui est en O venant prendre la position O', la nor- 
male en à la trajectoire de ce point est la limite de la perpendiculaire 
menée au milieu de 00', c'est-à-dire la perpendiculaire à OP menée par le 
point O. Le centre instantané de rotation I est donc le point d'intersection 
de cette droite et de la normale en P; il en résulte que la normale en iM à 
la courbe décrite par ce point est la droite IM. 

Pareillement, si la longueur PN est constante, IN est la normale à la courbe 
décrite par le point N. 

Si Ton suppose NP = PM = a, le lieu décrit par les points M et N se nomme 
une conchoïde de la courbe G. 

Si l'on prend le point O pour origine des coordonnées rectangulaires, en 
appelant a:©, y^ les coordonnées du point P, on aura l'équation de la conchoïde 
NiEWENQLOWSKi. — G. an., I. 23 
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Fig. 101. 



en climinant Xqj y^ entre les équations 

(a? — aro)«-+-0'—j^o )' = «•» ar^o — ^3?o= o, /(arc^o) = «t 

en supposant que la courbe G ait pour équation ^(0*^^^) = o. 

4** Tangente à la âtrophoïde. — On donne deux droites OA, AB et un 
point fixe sur l'une d'elles (Jig* 101). Sur une sécante variable rencontrant 

AB en P, on porte des longueurs 
PM = PN= AP; la courbe décrite 
par les points M, N se nomme stro^ 
phoîde. 11 s'agit de trouver la tan- 
gente en un point quelconque de la 
strophoïde. 

Pour cela, nous remarquerons d'a- 
bord que, si la sécante se confond 
avec OA, les points M et N viennent 
se confondre tous les deux avec le 
point A. 

La tangente à Tare décrit par le 
point M est la limite de la sécante AM ; 
or le triangle PAM est isosccle ; si l'on 
nomme a la valeur commune des an- 
gles à la base de ce triangle, p l'angle 
AOM et l'angle BAX, on a 




6 — a = a-4- p 



ou 



« = î(9-?): 



comme p a pour limite zéro, on en conclut que lima = |0* Donc la tangente 
à l'arc AM est la bissectrice de l'angle BAX; on verrait de même que la tan- 
gente à l'arc décrit par le point N est la bissectrice de l'angle BAO. Au sur- 
plus, l'angle NAM étant droitj les deux tangentes considérées doivent être 
rectangulaires. 

Gela posé, on peut déduire aisément de cette construction celle de la tan- 
gente en un point quelconque de la strophoïde. Soit, en effet, un point M de 
cette courbe. Si l'on remplace la droite fixe OX par OX', on peut considérer 
une strophoïde auxiliaire définie au moyen des droites AB, OX', O étant 
toujours le pôle. La première strophoïde peut être regardée comme étant la 
conchoïdc de la seconde, les rayons vecteurs de celle-ci étant augmentés ou 
diminués d'une constante égale à AP. Or, d'après la construction donnée plus 
haut, Tune des tangentes en P à la strophoïde auxiliaire étant la bissectrice 
de l'angle BPX', si nous menons les droites : 01, perpendiculaire à OM, PI, 
bissectrice de l'angle OPB, ces droites se coupant en I, IM sera la normale 
en M à la première strophoïde. De même, I' étant le point de rencontre de 
01 avec la bissectrice de l'angle BPX', l'N est la normale en N à la première 
strophoïde. Gette ingénieuse construction est due à Desboves. 
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La tangente en O est évidemment la droite OC, telle que OC = AG; le 
point G est donc à Tintersection de AB avec la perpendiculaire élevée au mi- 
lieu de OA. 



Fig. 102. 



5^ Courbes conchoïdales, — Soient G et G' deux courbes fixes {Jig, loa), 
une tangente AB à la courbe G rencontre 
la courbe C au point B à partir duquel on 
porte des longueurs constantes NB = BM = a. 
Gonnaissant la tangente en A à la courbe G 
et la tangente en B à la courbe G', construire 
la tangente en M ou en N à la courbe décrite 
par chacun de ces points. 

Gonsidérons la figure de forme invariable 
formée par les points D, N, B, M; D étant le 
point de rencontre de deux tangentes à la 
courbe G, infiniment voisines, AB, A'B'. Si 
l'on prend une longueur B'D'= BD dans un 

sens convenable, le point D viendra en D' quand la tangente AB prendra la 
position A'B'; la perpendiculaire au milieu de DD' aura pour limite la nor- 
male en A à la courbe G; le centre instantané de rotation sera donc le point 
de concours I de cette normale avec la normale en B à la courbe G'; il en 
résulte que IM et IN sont les normales en M et en N aux courbes décrites 
par M et N. 




Usage des infiniment petits dans la construction des tangentes. 



384. On peut dans quelques cas faire usage, pour la détermination des 
tangentes, des deux théorèmes suivants de Géométrie infinitésimale : 

1* Soient A un point donné sur une courbe ^ et M un point infiniment 
voisin de A, situé sur la même courbe : la distance MP du point M à la 
tangente en A est un infiniment petit du second ordre au moinSy AM 
étant V infiniment petit principal. 

En effet, si nous prenons pour axes de coordonnées la tangente et la nor- 
male en A, l'ordonnée^ du point M est une fonction de x que Ton peut dé- 
velopper par la formule de Taylor; en posant yr^f{x) et remarquant que 
y(o) = o et/'(o) = o, on voit que la première dérivée de /(a?), qui soit dif 
férente de zéro pour ir = o, est au moins du second ordre; si elle est d'ordre/?, 
on a 






o<e<i, 



ce qui démontre que y est infiniment petit d'ordre p par rapport à x\ or 

AM 
X = AM cos MAP ; donc lim = i quand x tend vers zéro et, par conséquent, 



X 



la conclusion subsiste quand AM est Tinfiniment petit principal. 
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Remarque. — La proposition précédente peut servir à la définition de la 

tangente en un point A (x^y) d'une courbe ayant pour équation^ =y(ar). 

En effet, la distance du point M(a7 + Ajt, y + Ly) à la droite A, définie par 

l'équation 

Y — ^ = m(X — x) 
est égale à 

l^y — mLx ^ 

/i4- m^ 
développons b^y par la formule de Taylor, ce qui donne 



Ar =/'(^)^^ 



f\x -4- Aar) ; 



donc la distance du point M à la droite A a pour expression 



Aa?* 



[f'(^x)—m] Aj?H- --/'(ar-heAar) 



v/ 



I -h nv 



cette distance sera un infiniment petit d'ordre supérieur au premier si 

m =/'(a?). 

BC 
•2* Si dans un triangle ABC le rapport ^tt « pour limite zéro, l'angle A 

a pour limite zéro. 

BC 
Gela résulte immédiatement de la formule sinA = -r-r^sinC; on voit d'abord 



BC 



AB 



que l'angle A est aigu, puisque le rapport -^ ^^^ supposé plus petit que i; 
sinA ayant pour limite zéro, A a aussi pour limite zéro. 

385. Applications. Tangente à une podaire. — On abaisse d'un point 
fixe O {Jig. io3) une perpendiculaire OP sur chaque tangente MP à une 

courbe fixe G; le lieu du pied P de cette perpen- 
diculaire est la podaire de G relative au point O. 
Si M'P' est la tangente à G, en un point M' infini- 
ment voisin de M, il s'agit de trouver la limite de 
PP'. Si nous admettons que PP' est infiniment pe- 
tit du premier ordre, en menant MP' parallèle à 
M'P'et rencontrant OP'et P', P'P' sera un infini- 
ment petit du second ordre et, par suite, au lieu 
de chercher la limite de la direction de PP', on 
peut chercher la limite de la direction de PP'; or 
celle-ci est facile à trouver, car le quadrilatère 
OP'PiM étant inscriptiblc, la sécante PP'au cercle circonscrit à ce quadrila- 
tère^^a pour limite la tangente en P à ce cercle. On peut remarquer que la 
diagonale PI du rectangle OPMI est précisément la normale en P au cercle 
considéré. 
|> Si l'on considère l'angle droit dont un côté passe constamment par le point O 




i 
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el dont l'autre côté reste tangent à la courbe G, comme étant une figure plane 
de forme invariable, on reconnaîtra aisément que le point 1 est précisément 
le centre instantané de rotation. 

Remarque. — Pour compléter la démonstration donnée plus haut, il serait 
indispensable de prouver que PP' est un infiniment petit du premier ordre, 
MM' étant l'infiniment petit principal ; ce qui ne présente d'ailleurs aucune 
difficulté. 



Généralisation. — On généralise aisément la construction précédente 
en supposant que l'angle P soit constant; plus 
généralement encore, on peut considérer le lieu 
du sommet d'un angle constant P dont les côtés 
restent tangents à deux courbes fixes G , G' 
{ fig. 104 )• Soient M et N les points de contact 
des côtés MP, NP, et M' et N' les points de con- 
tact infiniment voisins des côtés M'P', N'P'. On 
remplacera, comme plus haut, le point P' par le 
point de rencontre P' de MP" parallèle à M'P' 
avec NP' parallèle à N'P'; PP' est, en général, 
infiniment petit du premier ordre et P'P' du se- 
cond ordre; on voit en outre que PP' a pour 
limite la tangente en P au cercle circonscrit au triangle MPN. Il en résulte 
que la normale en P, au lieu décrit par P, passe par le point de concours I 
des normales menées en M et N aux deux courbes G, G' respectivement. 

Le point I est le centre instantané de la figure formée par les côtés de l'angle 
variable P. 

Méthode des transversales réciproques. 




Pig. io5. 



386, Gette méthode a été appliquée par M. G. de Longchamps dans un as- 
sez grand nombre de cas. Nous en donne- 
rons un exemple simple. 

Étant donnés un point fixe O, une 
courbe G et une droite D {Jig. io5), on 
mène une sécante OPQ rencontrant la 
courbe G en P et la droite D en Q; on 

prend OM = PQ et l'on demande la tan- 
gente en M à la courbe G' décrite par le 
point M. 

Soit OP'Q' une sécante infiniment voi- 
sine de la première, de sorte que 




OM'=P'Q'. 



En nommant R et S les points de ren- 
contre de la droite D avec PF et M'M, on sait que QS = Q'R. Il en résulte 
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immédiatement que, si la tangente en P à la courbe C rencontre D au point N 
et si Ton prend QT = NQ, MT est la tangente cherchée. 



CHAPITRE XY. 



THÉORIE DES ENVELOPPES. 



387. Considérons une famille de courbes, définie par Téquation 

qui renferme un paramètre variable a, A. chaque valeur a du para- 
mètre correspond une courbe G de la famille considérée; si a varie 
d'une manière continue, la courbe C se déforme et se déplace d^une 
manière continue. Considérons deux valeurs infiniment voisines du 
paramètre : a© ^^ ^o4- A, auxquelles correspondent les courbes Co, 
et C| définies par les équations 

(a) ' /(^» J', (^o) -- <>» 

(3) fi^.Xi ao-hh) =: o. 

Les coordonnées des points communs à ces deux courbes sont les 
solutions du système formé par les équations (a) et (3). Soit M^ 
(Jif^. io6) l'un de ces points; quand h tend vers zéro, le point M» 

tend vers une limite déterminée M. En eflel, 
Fig. io6. on peut remplacer Téquation (3) par la sui- 

vante : 

//\ /(-r, r, ao-+- /O— /(^, J, «o) 

(4) j^ — — ^=o, 

le point Mo est donc Tun des points d'intersec- 
tion de la courbe Co et d'une courbe détermi- 
née Fo*, lorsque h tend vers zéro, la courbe Tq a pour limite Ja 
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courbe F représentée par Téquation 

et, par suite, Mo tend vers Tun des points communs aux courbes Oo 
et r, soit M. 

Les coordonnées du point M sont définies par le système (a), (5). 
Ainsi, à chaque valeur Uo du paramètre a correspondent un ou 
plusieurs points M appartenant à la courbe Cq^ nous appellerons 
chacun de ces points un point caractéristique. Si Ton fait varier a, 
le lieu des caractéristiques s'obtiendra en éliminant a entre les deux 
équations 

(0 /{^,r, «) = o, 

Ce lieu est ce que l'on nomme Venveloppe des courbes représen- 
tées par l'équation (i); celles-ci sont dites des enveloppées. Ces 
noms sont justifiés par le théorème suivant. 

388. Théorème. — Par chaque point de V enveloppe, il passe 
au moins une enveloppée qui lui est tangente en ce point. 

En effet, soit M un point de l'enveloppe; ce point correspond à 
une valeur particulière a^ du paramètre a; il est à l'intersection des 
courbes définies par les équations 

Le coefficient angulaire de la tangente en M à la courbe (2) est 
donné par l'équation 

f'A-^^y, ao)-^y/y{^yy, ao) = o, 

X, y étant les coordonnées du point M. Or, on peut regarder les 
coordonnées d'un point quelconque de l'enveloppe romme étant 
définies par le système 

(6) fk(^y7f a) = o. 
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On a donc 

Mais le dernier terme de cette équation est nul; par conséquent, 
pour le point IVf de Tenveloppe, 

Le coefficient angulaire de la tangente en M à Tenveloppe est 
donc le même que le coefGcient angulaire de la tangente à Tenve- 
loppée au même point. 

389. Applications. — i® Le point de rencontre des tangentes 
à une courbe en deux points A, B a pour limite le point A 
lorsque le point B vient se confondre avec A. 

C'est ce que l'on peut vérifier aisément par la théorie précédente. 
I:ilu effet , la tangente à une courbe représentée par l'équation 
y = f[x)^ au point ayant pour abscisse a, a pour équation 

Si nous égalons à zéro la dérivée par rapport à a, nous obtenons 

/'(a)(x — a) = o. 
On ne peut supposer /''(a) = o quel que soit a, car on en conclurait 

/(a) = Aa-f-B; 

en d'autres termes, l'équation donnée se réduirait k y= Ax -{-B et 
représenterait une droite. Donc le point de rencontre de la tangente 
considérée avec la tangente infiniment voisine a pour limite le point 
défini par les équations x = a, y =/{a), c'est-à-dire le point de 
contact. 

Il en résulte qu'w/ie courbe plane peut être considérée comme 
étant Venveloppe de ses tangentes. 

2** Trouver l'enveloppe du cercle ayant pour diamètre une 
corde perpendiculaire à l'axe d'une parabole donnée. 

L'équation de la parabole donnée étant y^ — 2px = o, l'équation 
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d'un cercle décrit sur la corde parallèle à l*axe des y ajant pour 
équation :r = a, prise pour diamètre, est 

(a? — a)*-}-^* — ipa = o, 

L'enveloppe demandée s'obtiendra donc en éliminant a entre cette 
équation et l'équation 

— (;r — a)— /? = o, 

obtenue en prenant la dérivée par rapport à a du premier membre 
de l'équation du cercle; l'équation de l'enveloppe est donc 



jrt=^p^ 



rr-^^ 



C'est l'équation d'une parabole égale à la proposée et que l'on obtient 
en faisant subir à tous les points de cette dernière une translation 

parallèle à l'axe des x et égale à — -9 de sorte que le foyer de la 

seconde parabole sera placé au sommet de la première. 

Remarque, — Les points de contact d'un des cercles considérés 
avec l'enveloppe trouvée sont à l'intersection de ce cercl.e avec la 
droite définie par l'équation x — a -hp = o; pour que cette droite 
coupe le cercle correspondant en des points réels, il faut et il suffit 

que a vérifie la condition a > — • 

Si l'on suppose a < — > les points de contact avec l'enveloppe se- 
ront imaginaires; si deux cercles C, C correspondent à deux va- 



cercle C. 



leurs de a telles que a'<ia"<C. -p> le cercle O sera intérieur au 



390. Cas où l'équation de r enveloppée est algébrique par rap- 
port au paramètre, — Lorsque l'équation (i) est algébrique par 
rapport à a, éliminer a entre cette équation et l'équation (6) revient 
à exprimer que l'équation (1), dans laquelle le paramètre a est re- 
gardé comme étant la seule inconnue, a une racine double. 

On peut préciser davantage. Supposons que l'équation (1) soit du 
degré m par rapport à (a); par chaque point (xo^yo) du plan, il 
passe m courbes C correspondant aux valeurs du paramètre qui 
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soDt égales aux racines de Téquation 

Ces m courbes sont, en général, distinctes au moins de position; 
Tenveloppe peut être considérée comme le lieu des points du plan 
tels que, parmi les courbes C qui y passent, deux au moins soient 
confondues. En particulier, si l'équation en a est du second degré, 
l'enveloppe partagera le plan en régions de deux espèces, correspon- 
dant à des valeurs réelles ou à des valeurs imaginaires de a. 

Ainsi, par exemple, l'équation d'un des cercles considérés dans 
l'exemple précédent étant mise sous la forme 

a* — i{x -r- p^a-\- j-*-f-^*= o, 

on obtient immédiatement l'équation de l'enveloppe en annulant le 
discriminant par rapport à a 

ou 

y^ — 'xpx — />-= o. 

Par tout point intérieure la parabole trouvée, passent deux cercles 
réels de la famille, et par tout point extérieur à celte parabole on 
n'en peut faire passer aucun. 

391. La remarque précédente permet crexpliqucr un résultat paradoxal en 
apparence. 

Supposons que Ton puisse résoudre Tcquation (i) par rapport à a; si Ton 
trouve a — çp(a7, ^) = o, on n'obtiendrait pas Tenveloppe en égalant à zéro 1«t 
dérivée par rapport à a, puisque celte dérivée est égale à i. Or, si Ton con- 
sidère une seule détermination de la fonction o(t, ^), deux courbes, repré- 
sentées par les équations 

n'ont é>idemment aucun point commun. Considérons, par exemple, les cer- 
cles définis par l'équation (jc — a)'-{-j'*= R*; l'enveloppe se compose évi- 
demment des deux parallèles à l'axe des x définies par l'équation^' — RJ = o. 
Or, si l'on résout ré][uation du cercle par rapport à a, on trouve 

a = a7H-Ê /h* — ^« (£=±i). 

Si l'on donne à e une valeur déterminée, l'équation précédente ne repré- 
sente qu'un demi-cercle, qui n'a aucun point commun avec le demi-cercle dé- 
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fini par Téquation 

a-h h = X -ht /R* — 7*. 

Au contraire, si Ton considère le demi-cercle défini par l'équation 

a -h h = X — E y/R* — y*j 

il aura avec le premier deux, points communs, déterminés par l'équation de 
l'un de ces demi-cercles et l'équation 



A = — Tte v/^v*~7*; 

si h tend vers zéro, on trouve bien, à la limite, R* — y^= o. 

Si l'on cherche pour quelle valeur de a l'un des cercles passe par le 
point Xq, yoy on aura deux solutions, 



a' = .ro'h)/n^~y}, «"=^0— /R* — j^J. 

Pour que le point a?o,^o appartienne à l'enveloppe, il faut que a'= a", ce qui 

donne 

Rî_7Î=o. 

392. D'après ce qui précède, P, Q, R désignant des fonctions déterminées 
de X et de^, l'équation 

(i) ^;2P-f-î/ïQ-f-R = o 

représente une famille de courbes enveloppées par la courbe 

{^) Q2— PR = o, 

et réciproquement. 

Ainsi, par exemple, si P, Q, R sont du premier degré, l'équation précé- 
dente représente une conique G tangente aux droites P = o, R = o, la corde 
des contacts étant la droite Q = o; la droite R correspond à a = o, et la 
«Iroite P à a infini. 

Le point de contact de la droite (i) est défini par les équations aP -h Q = o, 
— a*P H- R = o. En prenant pour triangle de référence le triangle formé par 
les trois droites définies par les équations P = o, Q = o, R = o, ce point a 
pour coordonnées i, — a, a*. 

Pareillement, 6'P-+-26Q-hR = o représente une tangente au point 
I, — 6, 6*; la droite joignant ces deux points a pour équation 

Pab-hQ{a -^ b)-^î{ = o. 

On a ainsi formé les équations de deux tangentes et de la corde des contacts, 
ce qui conduit à l'identité 

[Pa^-hQ(a + 6)-h R]2— (Pa*-i-2aQ + R)(Pé>«-î-26Q-+-R) 

= (Qî-_PR)(a — 6)-'. 
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393. Considérons encore l'équation 

{oLX -¥• P^)*H- ^Dx-h lEy -H F = o. 

On peut regarder la parabole représentée par cette équation comme Tenve- 
loppe des droites définies par l'équation 

a*(?.Djj'-i-2E^ -+- F) -t- 'ia{ax -h P^) — i = o. 

On a ainsi Téquation générale des tangentes à la parabole. En particulier, si 

l'on donne Téquation 

y* — ^px = Of 

on obtient 

2 rt* j" — aaj^ -hp = o 
ou 

. P 

et plus généralement) P et Q étant des fonctions du premier degré, 

Q = aï>-4- — 
•la 

est l'équation d'une tangente à la parabole représentée par l'équation 

394. Cas ou ^équation de Venveloppée renferme plus d^un 
paramètre. — Considérons d'abord le cas où l'enveloppée a pour 
équation 

les deux paramètres a, b étant liés par la relation 

{%) <p(a,6)=o. 

On peut regarder b comme une fonction de a définie par Téqua- 
tion (2). On aura donc l'équation de l'enveloppe en éliminant a 
entre l'équation (i) et l'équation dérivée 

àf àf ., 

bl étant la dérivée de b par rapport à a; or cette dérivée est définie 
par l'équation 
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par suile, od doit, en définitive, éliminer a et b entre les équa- 
tions (i), (2) et la suivante 



(3) 



df do df d<D _ 
da âô db da~~ ' 



qui exprime que les dérivées des fonctions/ et '^, prises par rapport 
à a et 6, sont proportionnelles. 

Plus généralement, supposons que Téquation de l'enveloppée ren- 
ferme n paramètres liés par n — i équations. Pour abréger l'écri- 
ture, nous ne considérerons que trois paramètres liés par deux rela- 
tions; soit donc 



(0 



f{x,y,a, b,c) = o, 



les paramètres a, 6, c étant liés par les équations 



(3) 



«p(a, 6, c) = o, 
"^((i, bj c) = o. 



Nous pouvons regarder ces équations comme définissant 6 et c en 
fonction de a. En désignant par 6' et c' les dérivées de 6 et c par 
rapport à a, nous devrons poser 



(î> 



da Ob 
da ' ôb 

?!i + ^^' é' 

\ da db 



-r c = o, 

de 



de 



c = o. 



11 en résulte que l'équation de l'enveloppe s'obtiendra en élimi- 
nant a, 6, c entre les équations (i), (2), (3), et l'équation obtenue 
en éliminant U et c' entre les trois dernières équations, savoir : 



(5; 



dl dj_ dl 

da db de 

^«p ^9 do 

da db de 

d^ d^ d^ 

da db de 



= o, 



II convient de remarquer qu'on obtient celte dernière équation en égalant 
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à zéro les dérivées prises par rapport k a^ bf c de la fonction 

/-+-Xo-h|i4; = o, 

et en éliminant X et (ji entre les trois équations obtenues. 

On peut encore observer que les équations (4) peuvent être mises sous la 
forme 

-/- ûfa H- -fy- é/6 -h -f- ûfc = o, 
Oa do de 

(4') {P'da^^db-^^dc^o. 

^ ' ^ âa ou ac 

-T- da '\- ^ db -^ -^ de ^ o\ 
Oa âb de 

l'équation (5) exprime qu'il existe des valeurs non toutes nulles de day db, de 
vérifiant les équations (4/- En procédant ainsi, on exprime que d/=^ o, le}» 
différentielles da, db, de étant assujetties à vérifier les relations obtenues en 
différentiant les équations cp = o, 4^ = o; de cette façon, les trois paramètres 
sont traités d'une manière symétrique. 

395. Applications : i° Trousser V enveloppe d^ une droite de lon- 
gueur constante dont les extrémités glissent sur deux droites 
rectangulaires Jixes. — Soit 

a ^ 

Téquation d^une droite, les paramètres a, ^ vérifiant la relation 

(2) a«-4- ?«=/«. 

Eq appliquant la méthode générale, nous éliminerons a et ^ entre 
les équations précédentes et Téquation 



que nous écrirons ainsi 



X 

a*' 




y 

1 


a 




? ' 


T 

a 




1 



en tenant compte des équations (i) et (2). On a ainsi 



et, par suite, 



ou, en simplifiant. 
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/t=(/2a?)3^_(/l^)S 



î 1 1 



2** Ens^eloppe des ellipses décrites par les différents points de 
la droite précédente. — L'une de ces ellipses a pour équation 

avec la condition a-\- b = L En procédant comme dans le cas pré- 
cédent, on obtient pour enveloppe la même courbe. 

L'enveloppe trouvée est une hypocycloïde, obtenue en faisant rouler un 

cercle de rayon ■- sur un cercle de rayon /, le premier cercle étant intérieur 

4 
au second. Les formules relatives à l'hypocycloïde sont alors, en effet, 

3 / 3 . / . 

X = - l cos a -4- - cos 3 a, y = - / sin a — - sin 3 a 

ou, en simplifiant, 

j' = /cos*a. j'zs/sin'a, 

d'où l'on tire 

8 2 2 

x^ -\- y^ = l'^ . 

396. Nous venons de voir que l'enveloppe d'une droite de longueur con- 
stante dont les extrémités glissent sur deux droites rectangulaires est la 
même que l'enveloppe des trajectoires de ses différents points. Cette propo- 
sition n'est qu'un cas particulier d'une proposition générale que nous allons 
établir. Pour cela, nous allons d'abord considérer un autre cas de la théorie 
des enveloppes. 

Considérons deux équations 

(1) f{x.y,a,b)=^o, 

(2) ?(^, r, Cl, b) = Oy 

où entrent les coordonnées :r, y et deux paramètres a, b. Si l'on donne à a 
une valeur constante ao, les deux équations 

(3) /(^, r» «0, à) = o, 

(4) ?(^»7' «0, ^) = o, 

représentent une courbe dont on aurait l'équation en éliminant b entre les 
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équations (3), (4)* Cette courbe est définie par Téquation a = ao; il y a lieu 
de chercher son enveloppe quand ao varie d'une manière continue. 

On peut dire que l'équation (4) définit b comme fonction de x,y, ao, et en 
posant 

on voit que Téquation de la courbe correspondant à a = ao est 

f[Xy y, ao, ^ («0, 3P, y)] = o. 

Nous devons égaler à zéro la dérivée du premier membre de cette équation 
prise par rapport à ao. Cela revient à poser 

j-, ^ àb , , âb 

Donc nous avons à éliminer ao et b entre les équations (3), (4) et Téqua- 
tion /^ •?*— /i'^îi =o ou, en définitive, à éliminer a et 6 entre les équa- 
tions (i), (2) et l'équation 

Il en résulte que l'enveloppe des courbes b = const. est la même que celle 
des courbes a = const. 

Cela posé, considérons une courbe mobile de forme invariable rapportée à 
deux axes rectangulaires XcoY auxquels elle est liée invariablement, et dont 
l'équation, par rapport à ces axes, est Y =/(X). 

Soit, en outre, xOy un système d'axes rectangulaires fixes; en appelant z 
l'angle que wX fait avec O^, les formules de transformation 

a: = j*i -t- X cosa — Y sin x, y =yi ■+■ X sina -+- Y cosa 

montrent que x ciy sont fonctions des deux paramètres a, X. Si Ton donne 
à a une valeur constante, les équations précédentes représentent la courbe 
mobile dans une position particulière; si, au contraire, X est constant et 
a variable, elles représentent la trajectoire d'un point M de cette courbe. 
Donc, en vertu du théorème que l'on vient d'établir : 

Lorsqu'une courbe plane de forme invariable se déplace dans son 
plan, les trajectoires de tous ses points ont la même enveloppe que la 
courbe mobile elle-même. 

397. Trouver l'enveloppe d'un cercle de rayon constant dont le centre 
décrit une courbe donnée. — L'équation de la courbe étant /(x, y) = o, 
celle du cercle sera de la forme 

( J7 — a)«4- (/ — b)* ^ K« = o 

avec la condition 

/(a, 6) = o. 
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Il faudra, par suite, éliminer a, b entre les deux équations précédentes et 

réquation 

X — a _ y — b 

fa fb 

Cette dernière équation représente la normale à la courbe donnée au 
point (a, 6), résultat que l'on obtient immédiatement en remarquant que 
l'axe radical de deux cercles égaux, ayant leurs centres en deux points M, M', 
est la perpendiculaire élevée au milieu de MM'; les points M et M' étant 
supposés sur la courbe donnée, l'axe radical a pour limite la normale en M, 
quand M' vient se confondre avec M. 

Il résulte immédiatement de là que, si Ton porte sur la normale en un 
point M d'une courbe deux longueurs MP et MQ égales à une ligne donnée R, le 
lieu des extrémités P, Q de ces segments est une courbe qui admet les mêmes 
normales que la proposée; c'est ce que l'on nomme une courbe parallèle à la 
courbe donnée. 

398. Enveloppe d'un cercle passant par un point fixe et dont le centre 
décrit une courbe donnée, — Prenons deux axes rectangulaires passant par 
le point fîxe donné; le cercle variable est représenté par l'équation 

x^-\- y^ — 2 aa: — 26^ = o, 

avec la condition 

/(«, 6) = o. 

L'équation de l'enveloppe s'obtiendra en éliminant a, b entre ces deux 
équations et l'équation 

-?- = il . 

Sa f'h 

Cette équation représente la perpendiculaire menée de l'origine à la tan- 
gente à la courbe donnée au point (a, 6), ce que l'on vérifie géométrique- 
ment, comme dans le problème précédent. On en déduit sans difficulté que 
l'enveloppe cherchée est homothétique à la podaire de la courbe par rapport 
à l'origine, les rayons vecteurs de la podaire étant multipliés par 2. 

399. Enveloppe d*un cercle dont le centre décrit une courbe fixe et qui 
reste orthogonal à un cercle fixe. — Prenons pour axes deux diamètres 
rectangulaires du cercle fixe et soit R le rayon de ce cercle. Le cercle mobile 
aura une équation de la forme 

x^ -\-yt — lax — 'xby -^ R* = o, 

a, b étant liés par l'équation 

/(a, b) = o. 

On obtiendra l'équation de l'enveloppe en éliminant a, b entre ces équa- 
NiEWENOLOWSKi. — G. an,, L a:j 
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lions et Téquation 

On voit encore que les points P, Q où le cercle touche l'enveloppe sont à 
rintersection de ce cercle et de la perpendiculaire menée par Torigine à la 
tangente au point (a, 6), à la courbe que décrit le centre du cercle mobile. 
On en déduit une propriété remarquable de l'enveloppe; l'équation 

OP.OQ = R« 

montre, en effet, que, si Ton transforme cette enveloppe par inversion, le 
cercle d'inversion étant le cercle fixe donné, elle se transforme en elle-même : 
c'est une anallagmatique, 

•400. Réciproquement, toute anallagmatique est susceptible de ce mode 
de génération. Considérons, en effet, une courbe C telle qu'à tout point P de 
cette courbe corresponde un second point Q lui appartenant, situé sur OP et 
tel que OP.OQ = R*, R étant une constante et élant un point ÛJie, Soit 
P' un point de la courbe donnée infiniment voisin de P, et soit Q' le point 
correspondant. La relation OP.OQ = OP'.OQ' montre que le quadrilatère 
PP'QQ' est inscriptible à un cercle dont le centre est le point de rencontre 
des perpendiculaires menées respectivement au milieu de PQ et au milieu 
de P'Q'. Supposons que P' vienne se confondre avec P. Le cercle que nous 
venons de définir a pour limite un cercle passant par P et Q et tangent en 
chacun de ces points à la courbe donnée. D'autre part, la perpendiculaire 
menée au milieu de PQ enveloppe, quand PQ tourne autour du point O, une 
courbe déterminée G', le point de contact étant précisément le centre du 
cercle bitangent en P et Q à la courbe G. Il est clair que ce cercle est ortho- 
gonal au cercle d'inversion, c'est-à-dire au cercle ayant pour centre le point 
et pour rayon R et son centre décrit la courbe G'; l'enveloppe de ce cercle 
est la courbe G. Ainsi toute anallagmatique est l'enveloppe d*un cercle 
orthogonal à un cercle fixe, et dont le centre décrit une courbe appelée 
déférente ; et cela est vrai d'autant de manières qu'il y a de centres d'inver- 
sion pour lesquels la courbe se transforme en elle-même. 



Equations homogènes par rapport aux paramètres, 
401. Supposons que l'équation de l'enveloppée 

(i) /(^»r» «» ^» <^) =0 

soit homogène par rapport aux paramètres a, 6, c liés eux-mêmes 
par une équation homogène 

(9.) 9(a, 6, c) = o. 
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Dans ce cas, il n'y a en réalité que deux paramètres; en effet, si 
nous posons a = ca, 6==cp, les équations précédentes pourront 
être mises sous la forme 

/(a?, yy a, p, = 0, cp (a, p, i) = o 

et nous devons écrire que les dérivées de ces deux dernières fonc- 
tions sont proportionnelles, ce qui revient à déterminer un facteur X 
tel que 

(3) /;=^?;. f^=Wp' 

Or, en vertu de l'identité d'Euler, 

j a/a -+- ^fb -t- cfc = mf{x,y, a, b, c) = o, 
( a^'a-^à9fy-+-c^'c=p^ia, b, c) =0, 

m elp étant les degrés d'homogénéité des fonctions /et <p; en outre, 
les équations (3) reviennent à celles-ci : 

/^ = Xc'«-Pcp;, fi, = Xcw-z'cpi, 

et, en tenant compte des équations (4)? on en déduity^=Xc'"~/'o^. 
De tout cela, il résulte que Téquation de l'enveloppe des 
courbes (i) s'obtiendra en éliminant a, 6, c entre les équations 
(i), (2) et les suivantes : 

y g y 6 Je 

?a ^b ?c 

402. Applications, — Si les coefficients u, p, w de l'équation 
d'une droite 

(1) ux -h vy -\- wz = o 
sont liés par une équation homogène 

(2) /(u,v, W) = 0j 

cette droite a pour enveloppe une courbe déterminée G dont on ob- 
tiendra l'équation en éliminant w, ç, w entre les équations (i), (2) et 

\^ / fl /' f 

J It J V J W 

L'équation (2) est V équation tangentielle de la courbe C, et 
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l'on voit que les coordonnées ponctuelles du point de contact de 
la tangente (w, v, w) sont proportionnelles aux dérivées du premier 
membre de l'équation tangentielle. 

403. Il convient de rapprocher le résultat qu'on vient d'obtenir 
de celui-ci. Si l'on écrit sous la forme suivante : 

l'équation de la tangente au point {x,y,z) de la courbe définie par 
l'équation /(a?, j^, z) = o, on a 

Il V w 

fx fy fz 

404. Trousser Véquation ponctuelle de la courbe ayant pour 
équation tangentielle 



(O 



au^-h a'p*-f- a'w'-f- 2bvw ■+• ib'wu 4- ib'uv = o. 



Les coordonnées x^ y^ z du point de contact d'une droite dont les 
coefficients u, r, w vérifient Téquation (i) avec son enveloppe sont 
assujetties à vérifier les équations 



au 


-h 


b'v-^b'ip 


— 


\x^ 


b'u-h a'i> -¥- bw 


= 


^y, 


b'u-^ 


bv 


-{- a'w 


=: 


u, 


ux 


-h 


^y 


4- wz 


:= 


0, 



1 étant un paramètre arbitraire; l'équation ponctuelle demandée est 

donc 

a b' b' X 



(2) 



b' a' b y 
b' b a' z 
X y z o 



= o. 



L'équation (i) représente donc, en général, une conique. 

403. Remarques. — 1" Si Ton considère la conique ayant pour équation 
ponctuelle 



(3) 



Aa?'-4- Ay»-i- A'.s*-i-2Bj^^-H2B';5:c-f-2B'^j^ = o, 



l'équation tangentielle de cette conique est précisément Téquation (i), si l'on 
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suppose que a, a', a', (>y b\ h' soient les mineurs du discriminant A de la 
forme (3). Dans ce cas, Téquation (2) développée est A/(a:, y^ ^) = o. 

2° On sait que si A = o, la forme (i) est un carré parfait. Si Téquation 
/(^^jj^, «) = o représente alors deux droites distinctes D, D', les mineurs 
de A ne sont pas tous nuls, et Ton a 

au' -4- aV-H a'(v*-h %hvw + 26'wa-H 26'wp = A:(a:ro-+- i^yo-^ «'-So)'» 

k étant une constante et oto, ^o* ^0 ^^^ coordonnées du point de concours des 
droites D, D'. On déduit de l'identité précédente les formules suivantes, qui 
nous seront utiles : 

a ^ d' " a' " b "" b' " b' ' 

406. Lorsque les coefficients de la forme (1) ne sont pas les mi- 
neurs du discriminant d'une forme quadratique, il peut arriver que 
cette forme soit un produit de deux facteurs linéaires distincts ; 
Téqnation (i) devient alors 

( ai a -i- 61 c H- Cl tv) («1 tt -+- ôji^ H- Cj w) = o, 

^1} ^o ^4? ^21 ^29 C2 étant des constantes; elle se décompose en deux. 
L'équation aiU-\- b^u -\- Ciiv = o exprime que la droite ayant pour 
équation a^ -\- ^y -\- wz = o passe par le point (aj, ft|, C\)* L'équa- 
tion (i) représente donc alors deux points. 

^7. Remarque. — Si l'on cherche, par la méthode générale, l'enveloppe 
de la droite dont les coefficients i/, ç, w vérifient l'équation 

aiu-h biv -\- CiW = o, 

on doit éliminer u, v, w entre cette équation et les suivantes : 

X y z 

UX -\- VY -^ WZ = 0, — = ^ = — . 

«1 ©1 Ci 

La dernière équation montre que l'enveloppe se réduit au point (ai, 61, Ci). 
Si l'on considère la droite ayant pour équation 

(1) UX -\- P^H- I = o, 

et si l'on demande son enveloppe, sachant que 

(2) aa-t-i»6-hi = o; 

en écrivant que les dérivées des polynômes (i) et (2) par rapport à u et 
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sont proportionnelles^ on obtient 

Il reste à éliminer m et i' entre les équations (i), (a), (3). Jl ne faudrait pas 
faire le raisonnement suivant : l'équation (3) ne contenant ni u ni p est le résul- 
tat de l'élimination; ce qui conduirait à une conclusion évidemment absurde. 
Il convient de se rappeler la définition exacte de l'élimination : éliminer u et p 
entre les équations (i), (2), (3), c'est trouver les conditions nécessaires et 
suffisantes pour que ces équations soient compatibles. Or, si l'équation (3) 
est vérifiée, les équations (i) et (2) sont incompatibles, à moins qu'elles ne 

soient identiques, ce qui exige que les rapports - et "^ aient pour valeur 

commune l'unité. Le résultat cherché est donc donné par les équations 

^ — ^ _ 
ou a? = a, j^ = ô. 

Développées* 

408. On appelle développée d'une courbe plane, Tenveloppe de 
ses normales. 

La normale au point M(^, j^) a pour équation, les axes étant rec- 
tangulaires, 

(I) x-a7+y(Y-j^) = o. 

Pour trouver les coordonnées du point où celte droite touche son 
enveloppe, nous devons résoudre le système formé par cette équa- 
tion et par l'équation 

(2) ^ --(i+^'i)4.y'(Y-^) = o, 

obtenue en égalant à zéro la dérivée du premier membre de l'équa- 
tion (i) par rapport au paramètre x\ y étant regardé comme une 
fonction connue de x dont les dérivées première et seconde sont y' 
ety. 

En résolvant les équations (i) et (2) on obtient 

Le point C ayant pour coordonnées |Ies valeurs de X, Y définies 
par les deux équations précédentes se nomme le centre de cour- 
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bure, La distance R du point M au centre de courbure est donnée 
par la formule 

« 

Le centre de courbure est la limite du point de rencontre d'une nor- 
male avec la normale inGniment voisine. 

409. On nomme cercle osculateur relatif au point M la limite du cercle 
tangent en M à la courbe donnée et passant par un point infiniment voisin M', 
appartenant à la même courbe. II est facile de voir que ce cercle a pour 
centre le point G. En effet, l'équation générale des cercles tangents en M à la 
courbe donnée est 

(X-:r)2-4-(Y-^)î-i-X[Y-y-/(X-:r)] = o. 

Effectivement, cette équation représente un cercle passant par M, et ayant, 
avec le cercle de rayon nul représenté par l'équation 

(X-:p)«+(Y-j^)«=o, 

pour axe radical la tangente en M à la courbe donnée et, d'autre part, on 
peut déterminer X de manière que cette équation représente un cercle passant 
par un point donné. Déterminons X de façon que le cercle considéré passe par 
le point {x -h Aa?, y -4- A^); ce qui donne 

Aa?*H- Aj^'-i- X[A^ — y^x] =0. 

Aa?* 
Or Ay — y^x = (y'-^oL) 9 a étant un infiniment petit; Téquation qui 

détermine X est donc 



\ Aa? / a 



et à la limite, on doit prendre X = ^ — —/■ — - • L'équation demandée est, 

par suite. 

Ce qui démontre la proposition. 
410. On étudie très facilement les développées par le procédé suivant. 
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L'équation 

(I) 
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X cos a -h ^ sin a = /( a ; 



peut représenter la tangente à la courbe donnée G i^Jig, 107); cette courbe 
est considérée comme l'enveloppe de la droite mobile représentée par l'équa- 
tion (1). On voit immédiatement que la podaire de la courbe G, par rapport 
à l'origine, a pour équation, en coordonnées polaires, 

p étant le rayon vecteur et a l'angle polaire. 

En second lieu, le point de contact M de la tangente (i) est sur la droite 
définie par l'équation 

(2) — a?sina -f-^cosa =/'(a). 

Gette équation représente la normale en M. 

Si l'on peut éliminer a entre les équations (i) et (2), on aura l'équation 
ponctuelle de la courbe G; on peut du moins exprimer les coordonnées du 
point M en fonction de a; les équations (i) et (2) résolues donnent 

X =f(^(x) cosa — /'(^) sina, y = f(a) sina -!-/'(*) cos a. 

La normale en M étant représentée par l'équation (2), on obtiendra la dé- 
veloppée de la courbe G en éliminant a entre l'équation (2) et sa dérivée, 
c'est-à-dire 



(3) 



a? cosa -t-/ sina = —/'(a). 



Fig. 107. 



Les équations (2) et (3) définissent un point N de la développée. Ge point 
est le point de contact de la normale en M à la courbe G avec sa développée. 
La normale en un point M' infiniment voisin de M coupe la normale en M en 
un point qui a pour limite le point N. Les coordonnées du point N sont 

(4) ar, = —/'(a) sina —/'(a) cosa, j^, =/'(a) cosa —/'(a) sina. 

L'équation (3) représente une parallèle à la tangente en M à la courbe G, 

menée par le point N. Ge point est le centre de 

courbure, et le segment NM, le rayon de cour- 
bure R de la courbe G au point M. On a 

(5) R =/(«)-.-/'(«). 

Les formules (4)) différentiées par rapport à a, 
donnent 

dxi = — [/'(a) -l-/"(a)] cosa da, 
^n = -[/'(«)+/"'(*)] sinarfa, 

c'est-à-dire, en tenant compte de l'équation (5), 

dxi= — £?Rcosa, dyi = — dRsïna, 
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d'où 

da?\ -t- dy\ = rfR* ; 

donc, en nommant Si l'arc de développée compté à partir d'une origine arbi- 
traire, 

dsi = dt dR, 

Soit NN' un arc de développée; on a, d'après l'équation précédente, 

arcNN'=M'N'— MN. 

On peut encore vérifier la construction de la tangente à la podaire. Soient P 
un point de la podaire et I le pied de la perpendiculaire abaissée de l'origine 
sur la normale en M. 

Les coordonnées Xf, y^ de P sont 

iP8=/(a)cosa, J'2=/(a)sina; 



celles de I sont 
Or 

par suite, 



373 = — /'(a) sina, ^3 = /'(a) cosa. 
dxr ûÇvt 



dy\ x^— xx 
ce qui prouve bien que la droite PJ est la normale en P à la podaire. 



EXERCICES. 

1. Trouver l'enveloppe des positions d'une droite mobile qui tourne unifor- 
mément autour d'un de ses points pendant que ce point se meut lui-même 
d'un mouvement rectiligne et uniforme. 

2. Trouver l'enveloppe des rayons lumineux émanant d'une courbe fixe A 
et réfléchis par une courbe donnée G (caustique par réflexion). Démontrer 
que cette caustique est la développée de la courbe obtenue en doublant les 
rayons vecteurs de la podaire de G par rapport au centre A; c'est aussi la dé- 
veloppée de l'enveloppe d'un cercle variable dont le centre décrit la courbe G 
et qui passe par le point A. (Quételbt.) 

3. Gaustique par réflexion d'une droite. 

4. Gaustique par réflexion d'un cercle. 

5. Trouver la caustique par réflexion des rayons lumineux perpendicu- 
laires à Taxe d'une parabole sur laquelle se réfléchissent les rayons. 

6. Étant donnés deux axes Ox, Oy et un point fixe F sur Ox^ détermi- 
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ner une courbe telle que la longueur de la normale MN soit dans un rapport 1 

constant avec MF, M étant le pied de la normale et N son point de rencontre 
avec Oy. (Ramener la question à chercher Tenveloppe d'un cercle, ayant 
son centre sur Ojr et vu de F sous un angle constant.) 

7. Un triangle ABC a un sommet fixe A, Tangle A est constant, et les 
deux autres sommets glissent sur une droite fixe; trouver Tenveloppe <Ies 
cercles inscrits et exinscrits. 

8. Étant donnée une conique, trouver l'enveloppe d'une corde vue d^un 
point fixe sous un angle droit; en déduire le lieu de la projection du point 
fixe sur la corde. 

9. Trouver l'enveloppe des droites menées par les extrémités de deux dia- 
mètres conjugués d'une conique. 

10. Quand une droite se déplace dans un plan, les tangentes aux trajec- 
toires de ses différents points, pour une position déterminée de la droite, en- 
veloppent une parabole ayant pour foyer le centre instantané de rotation, et 
pour tangente au sommet la droite elle-même. 

il. Enveloppe de la courbe ayant pour équation P coscp 4- Q sino = R. 
Application à — cos <p -t- ^ sin ç = i . 

i2. Enveloppe de la courbe P Chç -4- Q Sh^p = R. Application à 

f Chç — ^Sho=±i. 

PO « 1 » 

13. Enveloppe de h -r^ = R. — On trouve P»-4- 0» = R*. 

'^'^ coscp sinîp 

14. Enveloppe de P cosç H- Q sin<p = Rcosacp. — On écrit 

(P-l- Q)(coso -f-sintp) -f- (P — Q)(cos<p — sin^) = 2R(cos*o — sin*tp) 

ou 

= 2R/Î. (Salmon.) 



cos 



7 7~^ \" 



P o 

15. Enveloppe de 7^ h r^r- = ' • 

^^ Ghîp Dh<p 



CHAPITRE XVL 

POLES ET POLAIRES 



Pôles et polaires dans les coniques. 

411. Soient A et M deux points et une courbe du second degré 
donnée C; nous dirons que A et M sont conjugués par rapport à G si 
ces points sont conjugués harmoniques par rapport aux points d'inter- 
section P, Q de la droite AM et de la courbe C. Soient XQ,yot ^o 
et X, y^ z les coordonnées des points A et M elf{x^ y^z)=20 l'équa- 
tion de la conique. L'équation /{x^^ "kxj ^o+ "^y, zo + X5) = o, 
c'est-à-dire 

ayant pour racines les rapports — ^tf» — IÏm' ^^ condition 

PA QA AP MP 

PM "^ QM ^ °' ^"' ^^ ^"' revient au même, _ + _ = o, 

s'exprime par l'une ou l'autre des équations 

dont les premiers membres sont identiques. 

On nomme polaire du point A, par rapport à une conique C, le 
lieu des points conjugués de A par rapport à C. L'équation de la 
polaire du point A est donc 

Cette équation étant du premier degré, la polaire d'un point A est 
une droite D ; le point A se nomme le pôle de la droite D. Quand le 
point A est sur la conique, sa polaire se confond avec la tangente 
en A. 
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412. Discussion de l'équation de la polaire. Condition pour 

se V 

que la polaire d^un point soit à V infini, — Supposons que — » ^ 

soient des coordonnées cartésiennes, Téquation de la polaire du 
point A(^o>^o) cesse d'être du premier degré si Ton suppose que 
^oj JKo vérifient les équations/^= o, fy= o. D'ailleurs, si ces con- 
ditions sont remplies, et si la conique ne dégénère pas en droites, 
on ne pourra supposer /!',= o et, par suite, la polaire de A sera re- 
jetée à Tinfini. 

Il résulte de là que, si la conique a un centre, la pglaire du centre 
est à rinfini et la polaire de tout autre point du plan est une droite 
déterminée et à distance finie. Dans le cas de la parabole, la polaire 
d*un point à distance finie est toujours une droite à dislance finie. 

On établit facilement ces résultats par la Géométrie. En effet, soit A un 
point; pour qu'une sécante passant par ce point rencontre la conique consi- 
dérée en deux points P, Q symétriques par rapport à A, il faut et il suffit 
que le conjugué de A par rapport à la corde PQ soit rejeté à l'infini et^ 
par suite, si le point A est le milieu de deux cordes distinctes passant par A, 
la polaire de A sera rejetée à l'infini, d'où il résulte que toute corde passant 
par le point A sera partagée par ce point en deux parties égales. On peut 
donc prendre pour définition du centre d'une conique un point dont la polaire 
est rejetée à l'infini. On a ainsi une nouvelle théorie du centre. 

413. Polaire d'un point à Vinfini, — Si l'on pose a^o = a, J'o = P» -«o = o, 
le point (a, p, o) est à l'infini dans la direction ayant pour paramètres direc- 
teurs a, P; la polaire de ce point a pour équation 

elle se coufond alors avec le diamètre conjugué à la direction donnée ; ce qui 
est évident a priori. En effet, si un point A est à l'infini dans la direction D, 
sa polaire est le lieu des milieux des cordes parallèles à la direction D. On 
peut ainsi donner une nouvelle définition du diamètre conjugué à une direc- 
tion donnée. On vérifie aisément que, si la direction donnée est asymptotique, 
la polaire correspondante est l'asymptote parallèle à cette direction. Dans le 
cas de la parabole, la polaire d'un point à l'infini dans la direction de l'axe 
est rejetée à l'infini. 

414. Problème inverse : Trouver le pôle d' une droite donnée, — 
Soient ux -{- vy '\- wz =z oTéquation d'unedroiteD et/(a:,y, j5) = o 
Téquation d'une conique C. Cherchons s'il y a un point dont la 
polaire, par rapport à C, soit la droite D. Pour cela, il faut et il suffit 
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que les coordonnées a?, y^ z du point cherché vérifient les équations 

A étant un coefficient diOerent de zéro. En posant 

/(^» ^y ^) ^ Aa?*-+- X'y^-{- A-'z^-h 7.Byz H- 2 B' sa? -h 2B"a?/, 
les équations précédentes sont, sous forme explicite, 

(1) Ao? -f-B>-f-B'iî =Xm, 

(2) B'x-^A'y -h Bz =1^, 

(3) B'iF*-+-B7 4-A''z = Xiv. 

Discussion, — i" A ^z^ o. Dans ce cas, quelle que soit la valeur 
de X, les équations précédentes ont une solution; ces équations 
déterminent un point et un seul. D'ailleurs, en appliquant les for- 
mules de Cramer, on obtient immédiatement 



2A ' "^ 2A ' 2 A 



F(m, ^, (v) = o étant l'équation tangentielle de la conique donnée. 
Le calcul précédent montre que toute droite a un pôle déter- 
miné, à distance finie ou infinie, par rapport à une conique pro- 
prement dite. Cherchons dans quel cas ce pôle est à distance finie. 

Pour résoudre celte question importante, supposons que -> ~ soient 

les coordonnées cartésiennes du pôle de la droite D^ pour que le 
pôle soit à rinfini, il faut et il suffit que F'^= o, c'est-à-dire 

b' u -^ bv -\- a" w =^ o. 

Supposons d'abord a'^^z^ o; cette équation exprime que la droite 
donnée doit passer par le point ayant pour coordonnées cartésiennes 

X _^b' y __ b 

z ~ a" z ^ a' 

c'est-à-dire par le centre de la conique; en second lieu, si a"=Oj 

c'est-à-dire si AA' — B"2=o, la conique C est une parabole et la 

condition 

b' u-{-bv = o 

exprime que la droite D est parallèle à l'axe de la parabole. 
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D'ailleurs, si Ton suppose Téquation de la parabole mise sous la forme 

{ax-h p^)*-4-îiDir-f-2EjK-i- F = o, 
on voit que la condition b' u -^ bv = o peut s'écrire 

(aE — pD)(pw — ap) = o; 

Je premier facteur étant différent de zéro, c'est le second qui doit être nul. 

Donc, toute droite ne passant pas par le centre de la conique, ou, 
dans le cas de la parabole, toute droite non parallèle à Taxe, a un 
pôle à distance fînie. 

2° A = o. Pour traiter ce cas simplement, remarquons que, si la conique C 
a un point double, la polaire d'un point quelconque y passe, car, si les coor- 
données d''un point {x.y^z) vérifient les équations /_J.=o, y^. = o, /^ = o, 
elles vérifient aussi, quels que soient x^^ /o» ^o? l'équation 

a^o fx -^ yfify -H -«o/i = o. 

Cela dit, supposons que la conique ait un seul point double, à distance 
fînie, c'est-à-dire que A = o, a" ^ o\ cette conique dégénère en deux droites 
concourantes et la polaire d'un point quelconque passe par le point de con- 
cours de ces deux droites. En ajoutant les équations (i), (2), (3), après avoir 
multiplié les deux membres successivement par b\ bj a", on obtient 

\{b' u -h 6p -4- a''w) = o, 

et, comme on doit supposer X 7^ o, on obtient la condition 

b' Il -^ bv -{- a" w =z o, 

qui exprime que la droite D doit passer par le point double de la conique C. 
Si cette condition n'est pas remplie, la droite D n'a pas de pôle; suppo- 
sons-la remplie; alors l'équation (3) est une conséquence des équations 
(i) et (2). On n'a plus que deux équations pour déterminer le pôle de la 
droite D : cette droite a donc une infinité de pôles qui sont tous les points 
de la droite ayant pour équation 

équation obtenue en éliminant X et qui représente le diamètre de la co- 
nique C, conjuguée à la direction de la droite D elle-même. 

Si le point double de la conique C est à l'infini, cette conique se réduit à 
deux droites parallèles Dj, Dt et la polaire d'un point quelconque est paral- 
lèle aux droites Di, Dj; le problème n'est donc possible que si la droite D 
est elle-même parallèle à Di et Dj. 

Si nous supposons, par exemple, A ^ o, nous pouvons remarquer que 
/' = A/i, h étant une constante; donc, on doit supposer i> = hu, ce qui 



PÔLES ET POLAIRES. 383 

exprime, comme on le vérifie immédiatement, que la droite D doit être paral- 
lèle aux droites Di, Ds qui constituent la conique G. Si cette condition est 
remplie, la droite D a une infinité de pôles situés sur la droite ayant pour 
équation 

et qui est parallèle à Dj. 

Enfin, supposons que G ait une ligne de points doubles, c'est-à-dire se 
réduise à deux droites confondues en une seule, Di; dans ce cas, la droite D 
doit être confondue avec cette ligne et le problème est évidemment indéter- 
miné. D'ailleurs, en supposant A ^^^ o, on a, dans ce cas, f'y^ ^/xf/z^ ^'fy » 
et l'on doit supposer ç = ku, w = h' u\ si ces conditions sont remplies, la 
droite D se confond avec Dj et son pôle est indéterminé. 

415. Propriétés des pôles et des polaires. — i** Si la polaire 
d'un point S, passe par B, réciproquement, la polaire de B passe 
par A, car les points A et B sont conjugués. 

a° Si un point m décrit une droite P, la polaire de m tourne 
autour du pôle p de P, — En effet, le point m étant sur la droite P, 
p et m sont conjugués; donc la polaire de m passe par/?. 

3** Si une droite P tourne autour d'un point m, son pôle p 
décrit la polaire M du point m. — Cette proposition ne diffère 
pas, au fond, de la précédente; en effet, le point m étant sur la 
droite P, la polaire M du point m passe par/?. 

Les droites M, P, telles que chacune d'elles passe par le pôle de 
l'autre, sont dites conjuguées par rapport à la conique donnée. 

Ces propositions se vérifient aisément par le calcul. 

Soient Xqj yo-, ^o les coordonnées du point/?; sa polaire a pour 
équation 

l'équation 

qui exprime que le point /w(a;i, j^i, Zt) est sur cette droite, exprime 
aussi que la polaire de m passe par/?. 

416. Corollaires, — Le pôle d'une droite est à l'intersection des 
polaires de deux quelconques de ses points; la polaire d'un point est 
la droite qui joint les pôles de deux droites quelconques passant par 
ce point* 

Nous savons que la polaire d'un point passe par les points de con- 
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tact des langeâtes issues de ce point. Cela résulte aussi de ce que le 
pôle d^une tangente est son point de contact, de sorte que la droite 
qui joint les points de contact de deux tangentes est la polaire de 
leur point de concours. 

Si l'on représente par P^, Pa les premiers membres des équations 
des polaires de deux points (-2^1? jKn ^i)? (^21^2? -^o), la polaire du 
point Xi -I- X^a, j^< 4- )»^2) ^1 4- ^^2 a pour équation P| + XPg = o. 
On voit que si X varie de — 00 à H- 00, la polaire du point X tourne 
toujours dans le même sens. 

417. Condition pour que deux droites soient conjuguées par rapport 
à une conique donnée, — Soient 

ux -\- vy -i- w z = Oj u X -r- v'y + w's = o 

les équations des deux droites. Pour que le pôle de la première soit sur la 

seconde, il faut qu'il y ait des valeurs non toutes nulles de x, y, 2, X qui vé- 

rifîent les équations 

\x -^-B'y-hB'z = Xw, 

B'x-^-Xy^Bz = Xp, 

B'x -h By -+- k" z = X»', 
u'x H- v'y -h w' z — o, 



ce qui donne la condition 
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La symétrie de cette relation prouve que, si le pôle/) d'une droite P est sur 
la droite P', le pôle p' de P' sera sur la droite P. On peut mettre cette rela- 
tion sous une forme très utile. Les coordonnées du pôle de la droite (u, p, w) 
sont, comme nous l'avons vu plus haut, proportionnelles à F'„, F^, F^. La 
condition pour que ce point soit sur la seconde droite est donc 

a'F'„-+.p'F;,-+-iv'F'^ = o; 
c'est d'ailleurs ce qu'on obtient en développant le déterminant précédent. 

-418. Théorème. — Deux droites conjuguées par rapport à une conique 
donnée sont conjuguées harmoniques par rapport aux tangentes à cette 
conique menées par leur point d'intersection, et réciproquement. 

En elTef, soient 

P = ux -h vy -i- w z = o, P'= u'x -h u'y -\- w' z = o 
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les équations de deux droites D, D'. L'équation 

(u~\'\u')x -{- {v -hXt'')^ H-(w-i-X«'')« = o 

représentera une tangente passant par le point d'intersection A de ces 
droites, si X est racine de l'équation 

F(a-H lu\ t> -t- Xp', tv + Xw') = o 

ou, en développant, 

F(a, i^, w) -4- X(a'F;, H- i^'F; -h (p'F;^) -f- X« F(a>', w') = o. 

Si X', X' sont les racines de cette équation, les tangentes issues du point A 
sont définies par les équations 

P-hX'P'=o, P-hX'F=o; 

pour que ces tangentes forment un faisceau harmonique avec les droites F, P', 
il faut et il suffit que X'-+-X'= o, c'est-à-dire que 

a'F'„H-i;'F'»,-f-cp'F;^ = o, 

ou que les droites P, P' soient conjuguées par rapport à la conique donnée. 

La proposition est d'ailleurs évidente par la Géométrie; car, si les 
droites P, P' sont conjuguées, la droite pp' qui joint leurs pôles est la polaire 
de leur point de rencontre A; elle passe donc par les points de contact q^ g' 
des tangentes issues de A, et, comme les points/?, p' sont conjugués, la divi- 
sion Pj p\ Çy q' est harmonique. Réciproquement, si cette division est har- 
monique, p est le pôle de P, etc. 

Il résulte de là que, par tout point A, on peut faire passer une infinité de 
couples de droites conjuguées par rapport à la conique donnée. 

En particulier, pour avoir deux droites rectangulaires conjuguées, il suffira 
de mener les bissectrices de l'angle des tangentes issues du point donné A. 

Si le point donné A est sur la conique, la tangente en A et une droite 
quelconque menée par A sont conjuguées. 

419. Construction de la polaire d^un point, — Soit P un point 
donné {fig- io8); menons deux transversales, PA, PB, rencontrant 
la conique donnée en des points A, A' et B, B' respectivement. La 
polaire de P passe par le point de rencontre M des cordes AB, A'B' 
et par le point de rencontre M' des cordes AB', BA'. 

En effet, la droite MM' est la polaire de P par rapport à l'angle 
BMB'; elle rencontre donc PA et PB aux points Q, R qui sont conju- 
gués de P; donc MM' est la polaire de P par rapport à la conique 
donnée. 

11 est d'ailleurs facile d'établir cette proposition par le calcul. Soient 
NiEWKNOLOwsKi. — G. an., I. 25 
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Fig. io8. 




^0» J^oi ^0 'es coordonnées du point P et /(x,y,z) = o Téquation de la co- 
nique. Donnons-nous l'équation de la droite AB : 
ux -i- vy -h wz = Oy et formons Téquation du fais- 
ceau PA, PB. Pour cela, soient x, y, z les coordon- 
nées d'un point pris sur l'une de ces droites, sur PA 
par exemple. Les coordonnées d'un second point de la 
droite PA étant aro-hXa?, y^-^^yj z^^-^-Xz, expri- 
mons que ce point est sur AB, ce qui donne 

Do-f-XD = o, 

en posant ux -{-vy-\-wz = Y>, uxq-^ vya-^ wzq=. D©. 
En exprimant que le même point est sur la conique, 
on obtient 

Si Ton élimine X entre les deux équations précédentes, on obtient 
D»/(^o> J'o. -o) - D,D(r/;, +yfy+ zf',,) + Dî/(a?, y, -) = o. 
C'est l'équation du faisceau des droites PA, PB. De là résulte que l'équation 

qui est une combinaison linéaire de l'équation de ce faisceau et de l'équation 
de la conique donnée, représente une conique passant par les points com- 
muns A, B, A', B' à cette conique et à ce faisceau. Mais, D étant en facteur. 

l'équation 

D/(^o, ro» -o) - Do (:r/;^ H- r/;. -+--/;.)= o 

représente la droite A'B', et l'on reconnaît, à l'aide de cette équation, que 
A'B' passe par le point de concours de AB et de la polaire de P, ce qui 
revient à dire que cette polaire passe par le point de concours de AB ot 
de A'B'. 

On verrait de même que la polaire de P passe par le point de rencontre 
des deux droites AB' et BA'. 

La construction précédente permet de tracer avec la règle seule les tan- 
gentes menées par un point donné à une conique supposée tracée. 

Cette construction s'applique encore quand le point P est à Tiniini dan? 
une direction donnée; on peut donc déterminer par le même procédé les tan- 
gentes parallèles à cette direction. 

420. Positions relatives du pôle et de la polaire, — i" La co- 
nique donnée est une ellipse. 

Nous supposerons que le point M se déplace sur un diamètre de 
Tellipse, que nous prendrons pour axe des x, l'axe des y étant le 
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diamètre conjugué. Dans cette hypothèse, l'ellipse ayant pour équa- 
tion 

la polaire de M(xo, o) est définie par l'équation xx^ = a'^ ; elle a une 
direction conjuguée au diamètre OM. Si x^ varie de o à +oc, 
X varie de + oo à o ; quand Xq = a!, on a aussi x = a'. 

2** Si la conique est une ellipse imaginaire représentée par l'équa- 
tion 



la polaire du point {xq, o) a pour équation xx^-h a'^= o; elle est 
réelle et symétrique de la polaire du même point par rapport à l'el- 
lipse réelle conjuguée de l'ellipse donnée. 

3** La conique est une hyperbole. Si le point M est sur un dia- 
mètre transverse de l'hyperbole, les résultats sont les mêmes que 
pour l'ellipse. Supposons, au contraire, que le point M se déplace 
sur un diamètre non transverse, l'équation de l'hyperbole étant 

la polaire du point (0,^0) a pour équation j^j^o= — è'a. On voit que 
si yo varie de o à + oo, ^ varie de — oo à o ; si y^ = 6', on a aussi 
y =z b' \ donc la polaire d'un point de l'hyperbole conjuguée est tan- 
gente à cette hyperbole au point diamétralement opposé au premier. 

4" Cas de la parabole. — Nous ferons glisser le point M sur un 
diamètre de la parabole. En prenant pour axes ce diamètre et la 
tangente qui lui est conjuguée , l'équation de la parabole sera 
y^ — 9.px = o, et celle de la polaire du point (xq, o) serax-4-j:o = o; 
elle est donc parallèle à la tangente considérée, et cette tangente est 
à égale distance de M et de sa polaire. 

La propriété précédente est caractéristique; en effet, la polaire du 
point (xqj o) par rapport à la conique 

y^ — ipx — qx^ — o 
a pour équation ^ 

p{x H- Xçs)-^ qxXQ. 

Cette équation ne se réduit à l'équation x -\- Xq^ o que si y = o. 



388 CHAPITRE XVI. 

Considérons encore deux points, A(a7i,^i), ^(Xf, y%). Leurs polaires ont 
pour équations respectivement 

yyi—pi^-^^i) = o, yyt — p(X'^Xt) = o\ 

elles rencontrent l'axe des x en des points P, Q, ayant pour abscisses 
— Xi, — Xi, de sorte que PQ = Xi — x^. La projection de AB sur Taxe des ar^ 
faite parallèlement à l'axe des^, a pour valeur A'B'=a:j — xi, donc 



PQ = — A'B'. 

421. Former Inéquation du faisceau des tangentes à une conique telles 
que les points de contact soient sur une droite donnée. — Soient 

/{x, y, z) = Of ux-\- vy '\- wz ~ o 

les équations de la conique et de la corde des contacts. Nous savons que le 
point qui a pour coordonnées Xç^ — F'j^, y^ = FJ,, Zq = F^, F ( a, p, w ) étant le 

premier membre de l'équation tangentielle de la conique/, est le pôle P de 

la droite (a, v, w). 

Or 

/;^ = 2(Axo4- B>o-4-B'^o)= a( AF;+ B'F^-i- B'F'^) 

et, par conséquent, 

De même, 

En second lieu, 

/(a^o, Jo, ^a) = i (^o/;.-+-ro /;,-+- -So/î'J = 4 A F(m, t', w). 

Il en résulte que Téquation du faisceau des tangentes issues de P est la sui- 
vante : 

f{x, yjZ)F{u,v, w) — A(aa?-4- vy -4- iV5)*= o. 

Si l'on suppose w = o, v = o, w = i, on obtient Téquation du faisceau des 
asymptotes. 

Remarque. — L'identité /(a:o,j^o» H) = 4^ F(w, t', w) montre que 

a le même signe que F(m, t^, w); on retrouve ainsi la condition pour que le 
point XQ,yQ^ z^ soit extérieur à la conique/, savoir : A/o< o. 

Autre méthode. — On peut poser 

(■) i/:,=^«. ^/;.=^''. !/;,=>'«' 

et, par suite, le faisceau des tangentes issues de P a pour équation 

( '^) /(-Tj 7' -)/(^oi ro» ^o) — '^^{ux -^vy-^ wz)^ = o. 
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Or 

(3) 



ux^-^vy^-^wz^= ^ (^o/;,H-ro/;o"*-'2^o/;j = y^U 



en posant/CarcJKoj-^o) =/o. 

L'élimination de â7o, j^o» ^^ entre les équations (i) et (3) donne immédiate- 
ment 

A B" B' \u 

B' A' B \v 

B' B A' \w 

/o 



u 



w 



= o. 



On déduit de là, par un procédé bien connu : A/o= ^*F(m, c, tv); donc, en 
éliminant X< entre cette équation et Téquation (2)1 on obtient l'équation 
cherchée. 



Pôles et polaires dans les courbes algébriques d'ordre quelconque. 

422. Considérons deux points, A(iFo,j'o> -^o) et M{x,y, z), et une courbe G, 
algébrique et d'ordre m définie par l'équation f^x^y^z) = 0. Nous savons 
comment la détermination des points de rencontre de cette courbe avec la 
droite AM dépend de la résolution de l'équation 

On sait, en outre, que 



{m—py. 



En particulier, 



(m — i)! 



(^/i-o+^/jo-^ ^/;,)/«-i = ^o/;■^ro/;-^- -so/c- 



En égalant à zéro les coefficients des diiîérentes puissances de X dans 
l'équation (i), on obtient les équations de m — i courbes qui ont reçu les 
noms de courbes polaires du point A et qui sont susceptibles de définitions 
géométriques. Ainsi, par exemple, l'équation 



{^fr,-^yfy.-^^fz,)p 



= o 



OU (^o/x-^ yo fy-^ ^o/z)m-p = O 



représente une courbe de degré />, qui a reçu le nom de {m —pY^'"^ po- 
laire de A par rapport à la courbe G. Nous savons que si X;t est une racine 
de l'équation (i), le point P*, qui a pour coordonnées XQ-^'kkX, yQ-i-X^y, 
ZQ-^\fsZ, est l'un des m points communs à la courbe G et à la sécante AM* 
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en outre, Ajt est, à un facteur constant près ( ce facteur est égal à j j > 

Pi- A 
égal au rapport p . ■ Il en résulte que la (m — z?)'*™* polaire, ou polaire de 

degré p, est le lieu des points M tels que la somme des produits m — p à 
m — p des racines de Téquation (i) soit nulle, c'est-à-dire le lieu des points M 
tels que la somme des produits m — p k m — p des rapports de division du 
segment AM par la courbe G soit nulle. ' 

En particulier, la première polaire est le lieu des points M pour lesquels 



P,A P,A ^ P„,A 

-+- ïî TT = O. 



PjM P,M •• P^M 

Pi, Pj, ..., P,» étant les points d'intersection de la sécante AM et de la 
courbe G, l'équation de cette première polaire, ou polaire principale du 
point A(xo, j^o» ^o)» est 

La (/n — iy«^me polaire, ou polaire rectiJigne de A est le lieu des points M pour 
lesquels la somme de produits m — i à m — i des rapports précédents est 
nulle; c'est donc, si l'on préfère, le lieu des points M pour lesquels la somme 
des inverses de ces rapports est nulle, de sorte que 

Pi M P^M P;„M _ 

PiA"^ P,A ••'■^ P,„A ■■^• 

Mais, en vertu de l'identité PM -^- MA -+- AP = o, on peut remplacer PM par 
AM — AP et, par suite, écrire l'équation précédente sous la forme 



2 



AM — AP 

= o 



AM.AP 

ou 

m I I 



AM APi AP, AP 



m 



On dit alors que le point M est le conjugué harmonique de A par rapport 
aux points d'intersection de AM et de la courbe G; on peut dire plus simple- 
ment que M est conjugué harmonique de A par rapport à la courbe G et dé- 
finir la polaire rectiligne de X, le lieu des conjugués harmoniques du 
point A par rapport à la courbe G. 

L'équation de la première polaire de A exprime que la polaire harmonique 
de M passe par le point A. Gette propriété est générale : la (m — /?)'"■• po- 
laire du point A est le lieu des points M dont la p^*"*^* polaire passe par A. 

On voit encore aisément que la première polaire de A par rapport à sa 
première polaire est la seconde polaire de A par rapport à G; la g^^* polaire 
de A par rapport à sa />''"• polaire relative à G est sa (p -h ^y*"* polaire par 
rapport à G. Remarquons encore, en particulier, que la première polaire 
de A par rapport à sa polaire conique relative à G est la polaire rectiligne 
de A relative à G. 
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EXERCICES. 

i. Deux points a, à ont pour polaires, par rapport à une conique, deux 
droites A, B. Montrer que le rapport des segments déterminés par une 
droite G sur ab est avec le rapport des distances du pôle c de CD aux 
droites A, B dans un rapport constant. 

2. Étant donnée une conique, par deux points A, B de cette courbe on fait 
passer un cercle variable qui la coupe en P et Q. Lieu du pôle de PQ : 
1° par rapport à la conique, 2^ par rapport au cercle variable. 

3. Étant données les équations d'une conique et d'une droite D, on mène 
par un point fixe G une sécante qui coupe la conique en P et Q; lieu du 
point de rencontre des droites PB, QA, A et B étant les points de rencontre 
de la conique et de la droite D. 

4. Étant données une conique G et une droite D qui ne la coupe pas, on 
prend sur D deux points conjugués M, M'. Il y a dans le plan deux points fixes 
d'où l'on voit MM' sous un angle droit. Déterminer ces deux points fixes et 
chercher leur lieu géométrique quand MM' se déplace parallèlement à elle- 
même. 

5. Étant donnés un triangle et une conique, les droites qui joignent les 
pôles de chaque côté au sommet opposé sont concourantes. 

6. Soit /(iT, ^) = o l'équation d'une conique. Abaissons d'un point 
M(:ro, j^o) du plan de cette conique MP perpendiculaire sur la polaire de M, 
P étant le pied de la perpendiculaire. Soient A et B les points de rencontre 
de MP avec les deux axes, B étant sur le petit axe s'il s'agit d'une ellipse, ou 
sur Taxe imaginaire s'il s'agit d'une hyperbole. Démontrer que 

/(^o^yo) = Ar.MP.MA = A:'.MP.MB, 

k et k' étant des constantes. 

7. Les deux foyers F, F' de la conique et les points B, P sont sur un 
cercle (mêmes notations qu'au n° 6). Prouver que /{xq^ y^) est propor- 
tionnel à la puissance de M par rapport à ce cercle. 

8. Étant donné un point P dans le plan d'une conique, trouver le lieu 
de M tel que sa polaire par rapport à la conique soit perpendiculaire à MP. 

9. Trouver l'enveloppe des cordes d'une conique qui sont vues de leur pôle 
sous un angle constant. 

iO. Trouver le lieu des points dont les polaires par rapport à trois coniques 
données sont concourantes. Montrer que le point de concours des polaires est 
un point du lieu. Le lieu trouvé se nomme le jacobien du système des trois 
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coniques données. Si les trois coniques ont deux points communs, le jacobiea 
se réduit à la droite qui les joint et à une conique qui passe par ces deux 
points. {Voir Saluon, t. I, p. 6i3 et suivantes, 2* édition de la traduction 
française des Sections coniques,) 

11. Trouver les polaires d'un point par rapport à un système de trois 
droites. Construire géométriquement la polaire rectiligne. 

12. Montrer que les diamètres conjugués égaux d'une ellipse constituent 
le lieu des points dont les polaires par rapport à cette ellipse et au système 
de ses axes de symétrie sont parallèles. Former l'équation du faisceau des 
diamètres conjugués égaux d'une ellipse rapportée à deux axes de coor- 
données quelconques. 

Théorème de Frégier. 

423. Toutes les cordes d'une conique vues sous un angle droit d'un 
point donné sur cette conique rencontrent la normale en ce point en un 
point fixe, — L'équation de la conique donnée peut se mettre sous la forme 

Aa?'-+- ^xy -h^*-H Da7 = o, 

en prenant pour axes de coordonnées la tangente et la normale au point 

donné. Soit ux -^ vy — 1 = l'équation d'une 
Fig. 109. corde MM'(^^. Ï09). Le faisceau des droites OM, 

OM' a pour équation 

(1) Aa7*+ Barj' -4-j^*-h Da?CMa? -h çjj^) = o. 

La condition pour que l'angle MO M' soit droit, 
savoir 

(2) n-A-4-Da = o, 

exprime que MM' rencontre l'axe des ar, c'est- 
à-dire la normale en O, en un point fixe ayant pour abscisse r • 

Cas particulier, — Si la conique est une hyperbole équilatère : i-h A = o, 
donc la corde MM' est parallèle à la normale Ox, On peut remarquer que 
si OM et OM' sont parallèles aux asymptotes de l'hyperbole équilatère, M et 
M' sont à l'infîni, d'où il suit que la corde MM' est elle-même à l'infîni et, 
comme le point fixe P est sur MM', il est à l'infini. Réciproquement, si une 
conique circonscrite à un triangle rectangle est tangente à la hauteur issue 
du sommet de l'angle droit, cette conique est une hyperbole équilatère, car 
l'équation (2) donne i-H A = o quand on suppose a = o. Nous avons ainsi 
obtenu ce cas particulier du théorème de Frégier : 

Quand un triangle rectangle est inscrit à une hyperbole équilatère. 
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la normale à cette hyperbole au sommet de Vangle droit est parallèle 
à V hypoténuse, et réciproquement. 

Généralisation, — Cherchons la condition pour que la corde MM' passe 
par un point fixe (rro, j'o)» d© sorte que 

(3) MOTo-hi'J^O— I = o. 

L'équation (i) fournit, entre les coefficients angulaires m, m' des droites OM, 
OM', les relations 

(4) mH-/w'-f-B-f- Dt» = 0, 

(5) mm! — A — Dm = o. 

La condition demandée s'obtient en éliminant u et p entre les équations 
(3), (4) et (5); ce qui donne 

x^,mm' — ysii^m -\- m') — (Aaro-+- B^o+D) = o. 

Il en résulte que les droites OM, OM' doivent former un faisceau involutif 
ou, ce qui revient au même, doivent avoir des directions conjuguées par rap- 
port à une conique G dont les asymptotes ont des directions déterminées 
quand le point (:ro,^o) est donné. 

Si ^0 = 0, le produit mm' est constant; si, au contraire, aro= o, c'est la 
somme m -^ m! qui doit avoir une valeur constante. 

Lorsque la droite MM' passe par un point fixe, son pôle décrit une droite 
fixe. Si l'angle MOM' est droit, la polaire du point de Frégier passe par les 
points communs (autres que O) à la conique donnée et au cercle de rayon 
nul ayant son centre au point 0; car, en retranchant membre à membre les 
équations de la conique et de ce cercle, on obtient 

(A — \)x^-\- Bxy -h Dx = o, 

équation qui se décompose en a? = o et (A — i)a? -h By + D = o. Cette der- 
nière représente bien la polaire du point P. On arrive à ce résultat en remar- 
quant que les droites isotropes sont les rayons doubles de l'involution définie 
par les côtés de l'angle droit MOM'. 

Dans le cas général, la polaire du point de Frégier est la corde commune 
à la conique donnée et aux parallèles aux asymptotes de la conique C, menées 
par le point O. 

EXERCICES. 

1. Trouver le lieu du point de Frégier relatif à chacun des points d'une 
conique donnée. 

2. Trouver l'enveloppe de la polaire du point de Frégier dans les mêmes 
conditions. 
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42i. Considérons une courbe plane quelconque C et une conique D tracée 
dans le même plan; on peut déterminer Tenveloppe C'des polaires des points 
de la courbe C par rapport à la conique directrice D; je dis que, réciproque- 
ment, C est l'enveloppe des polaires des points de C par rapport à D. 

En effet, soient m un point de C, M' sa polaire; p un point de C infiniment 
voisin de m, et P' la polaire de p. Le point de rencontre des droites P', M' est 
le pôle de la droite mp. Si Ton suppose que p tende vers m, la droite mp a 
pour limite la tangente M en /n à la courbe C; le point (P', M') a pour limite 
le point de contact m' de la tangente M' à la courbe C. II en résulte que 
m' est le pôle de M, ce qui démontre la proposition. Pour cette raison, les 
courbes C, C sont dippelées polaires réciproques. 

Etant donnée une figure F quelconque composée de points a, 6, ... et de 
droites Â, B, ..., on peut considérer la figure P' formée par les droites 
A.', B', ... polaires de a, 6, . . . et les points a', b', ... pôles de A, B, . . . par 
rapport à la conique D; ces figures sont nommées polaires réciproques ou 
corrélatives. A toute propriété de la première figure correspond une propriété 
de la seconde. Le passage d'une figure à Tautre constitue la transformation 
par polaires réciproques. 

425. A des points a, 6, c, d situés sur une droite L correspondent des 

droites A', B', C, O' passant par un point /'; le rapport anharmonique de la 

division a, 6, c, d est égal au rapport anharmonique du faisceau A', B', C\ D'. 

En effet, soient Pi = o, Ps=o les équations des polaires des points a, 6, 

. en ^ da . 1.1 • t 

nous avons vu que si -^ = — a, -: - = — jjl, les polaires de c et de a ont pour 

équations, respectivement, Pi-hXPj = o, Pi-+- |jiPi= o; les rapports anhar- 

inoniques considérés sont tous deux égaux à H • 

En particulier, si d, b, c, d est une division harmonique, le faisceau A', B', 
C, D' sera un faisceau harmonique. Si le point d s'éloigne à l'infini sur la 
droite L, la droite D' s'obtiendra en joignant le point l' au centre de la 
conique directrice (ou en menant par l' une parallèle à l'axe de cette conique 

si c'est une parabole); le rapport -j- est alors égal au rapport anharmonique 

(A',B',c',ry). 
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Pour montrer une application, considérons un quadrilatère complet formé 
par quatre droites A, 6, C, D; la figure corrélative sera formée par les quatre 
pôles a\h\c\d! de ces droites; cette ligure se nomme un quadrangle. 
Chacune des diagonales du quadrilatère complet est coupée harmoniquement 
par les deux autres. On en conclut, par exemple, que si e' est le point de 
concours des droites a' d', b'c'^f le point de concours des droites a' b\ e' d\ 
et enfin g' le point de concours de b' d' et a'c', les droites e'f'j c g' sont conju- 
guées par rapport à a'd' et b'c\ Au fond, cette propriété ne diffère pas de 
la précédente et le quadrangle donne la même figure qu'un quadrilatère 
complet. 

426. Belation entre le degré d^une courbe algébrique et la classe de 
sa polaire réciproque. — La polaire réciproque d'une courbe algébrique est 
évidemment algébrique. Soient m, fx le degré et la classe de la courbe G, et 
in'f \L* le degré et la classe de sa polaire G'. Le nombre des tangentes menées 
d'un point a à la courbe G est égal au nombre des points d'intersection 
de G' avec la polaire A' de a; donc [jl = ;n' et pareillement m = |ji'. 

Ainsi la classe d'une courbe est égale au degré de sa polaire réci- 
proque. 

Il en résulte immédiatement qu'une courbe de la seconde classe est une 
conique. En effet, si la courbe G est de la seconde classe, G' sera du second 
degré et, par suite, aussi de la seconde classe, d'où il résulte que G est du 
second degré. On voit en même temps, par ce raisonnement, que la polaire 
réciproque d'une conique est une conique. 

Remarque. — Si m = 2, on a m = /n'= jjl = fx'= 2. G'est le seul cas dans 
lequel ji = m(/?i — i) et {jl'= m\m' — i). 

En effet, s'il en est ainsi, on a m = m'(//i'— i) et m' = m{m — i); donc, 
m et m' étant différents de zéro, 

I = (m — OC''^' — 

et, comme m — i et /ti'— i sont des entiers, il faut que m — i = m' — i = i 
et, par suite, m = /n'= 2. 

De là résulte cette conclusion : si une courbe G de degré supérieur à 2 n'a 
aucun point multiple, sa polaire réciproque en a nécessairement. Il en résulte 
que la courbe G a des tangentes multiples, c'est-à-dire des droites qui sont 
tangentes en plusieurs points. En effet, supposons que a' soit un point double 
de G' avec tangentes distinctes B', G'; la droite A sera tangente à G' aux deux 
points by c pôles de B', G'. 

427. Former l'équation de la polaire réciproque de la conique G par 
rapport à une conique D. — Soit 6(a7,^) = o l'équation de la conique D; 
on aura l'équation de la polaire réciproque G' de la conique G, en exprimant 
que la polaire du point (x^y^ z) est tangente à la conique G et, par suite, 
si ^{^u^ v^ tv) = est l'équation tangentielle de C, l'équation cherchée est 

F(ei,e' ei) = o. 
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Discussion, — Supposons d'abord que D soit une conique à centre et 
rapportons cette conique à ses deux axes de symétnci de sorte que 

Téquation cartésienne de G' sera 

ap^x^-i- lô'pgxy -^ a^q^y*-¥-, . .= o, 

le discriminant des termes du second degré a le signe de aa'-^b'*, c'est- 
à-dire de A' À. Or la condition pour que Torigine soit extérieure à la conique C 
étant A*A < o, on voit que C sera une ellipse, une hyperbole ou une para- 
bole, suivant que le centre de D sera intérieur ou extérieur à C ou sur cette 
conique. 

Ce résultat s'obtient par la Géométrie. En effet, pour que le pôle d'une 
tangente à la conique G soit à rinfini, il faut et il suffit que cette tangente 
passe par le centre de D. La conique G' a donc autant de points à Finfini 
qu'on peut mener à G de tangentes par le centre de D. Soit A une tan- 
gente à G passant par le centre de D, et soit a son point de contact. Le 
pôle a' de A est à l'infini dans la direction conjuguée de A par rapport à D 
et Tasymptote correspondante est la droite A') polaire de a. Il en résulte que 
le centre de G' est le pôle, par rapport à D, de la polaire du centre de D, 
par rapport à G. Ge raisonnement suppose que G' soit une hyperbole; mais 
la vérification par le calcul n'offrirait pas de difficulté et d'ailleurs le calcul 
devant réussir a priori quand G' est une hyperbole, il est évident qu'il réussira 
aussi si G' est une ellipse, puisque le signe du discriminant des termes du 
second degré relatifs à G' n'intervient pas dans ce calcul. 

Supposons en second lieu que D soit une parabole et rapportons-la à son 
axe et à la tangente au sommet, en posant ^(Tj y)^y^ — ^px. L'équation 
de G' est, dans ce cas, 

a'p^x^ — ibpxy -¥■ a'y^ -+-... — o; 

le genre de G' dépend du signe de a' a' — b^ ou A A. On voit d'abord que, si 
l'on suppose a' = o, c'est-à-dire si G est une parabole, G' sera une hyperbole, 
à moins que l'axe de G ne soit .parallèle à celui de la parabole D, car dans ce 
cas A = et, par suite, G' est aussi une parabole ayant même direction d'axe. 
Supposons en second lieu a'^ o; G est une conique à centre. 

La condition pour qu'on puisse mener à cette conique deux tangentes pa- 
rallèles à l'axe des x est AA < o. Donc G' sera : une ellipse si l'on ne peut 
mener aucune tangente à G qui soit parallèle à Taxe de D; une hyperbole si 
l'on peut lui en mener deux (par exemple, si G est une ellipse); une para- 
bole si l'on n'en peut mener qu'une (A = o). 

La discussion géométrique n'offre aucune difficulté. 

«428. Cas où la conique directrice est un cercle D. — Dans ce cas, l'angle 
de deux droites est égal à l'angle des rayons du cercle D qui passent par les 
pôles de ces droites. Voici une application de cette remarque. Transformons 
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ce théorème : les bissectrices d'un triangle se coupent en un même point; 
deux bissectrices extérieures et une bissectrice intérieure sont également con- 
courantes. Prenant pour conique directrice D un cercle, on obtient ce théo- 
rème : Joignons un point O aux. sommets a, 6, c d'un triangle et traçons les 
bissectrices des angles ainsi formés. Trois de ces bissectrices, convenablement 
choisies, rencontrent les côtés qui leur correspondent en trois points situés 
en ligne droite. 

La polaire réciproque d'un cercle G par rapport à un cercle D est une 
conique ayant un foyer au centre O du cercle D, la directrice correspondante 
étant la polaire iï du centre a> de G par rapport à D. En effet, soit M une 
tangente au cercle G et soit m' le pôle de M; si Ton nomme p et S les dis- 
tances de m' au centre et à la droite û', on a, en vertu du théorème de 

Salmon, d désignant la distance des centres de G et D, |^ = - 9 ce qui prouve 
que le rapport 7; est constant: le lieu de m' est donc une conique avant 

une parabole, suivant que le centre O de D sera intérieur, extérieur au 
cercle G ou sur C3 cercle. 

Réciproquement, la polaire d'une conique par rapport à un cercle ayant 
son centre en un foyer de la conique est un cercle dont le centre est le pôle 
de la directrice. La démonstration se fait comme celle de la proposition 
directe. 



Fig. no. 



4S9. Gonsidérons une courbe quelconque G et la tangente M en un de ses 
points m {/ig. 110). Soit p le pied de la per- 
pendiculaire abaissée sur M, du centre O d'un 
cercle D de rayon R; le pôle m' de M est situé 
sur Oy? et défini parla condition Om' .Op = R*. 
Il en résulte que la polaire réciproque de G 
par rapport à D est Vim^erse de la podaire 
de G, le cercle d'inversion étant le cercle D 
lui-même. La tangente en m' à la polaire réci- 
proque G' est la droite M', menée par m' et per- 
pendiculaire à 0/n. On sait que les tangentes 
en p et ni' aux deux courbes inverses décrites 
par ces points forment un triangle isoscèle/>^m'. 
ayant pour base /?/n'. II en résulte que la tangente en /? à la podaire de G est 

la tangente au cercle circonscrit au triangle O/w/?, caries angUs Opq cl O mp 
sont égaux. On retrouve ainsi la construction de la tangente à une podaire. 
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EXERCICES. 

1. Transformer par polaires réciproques les théorèmes suivants : 

La polaire d'un point par rapport à un angle est une droite passant par]<5 
sommet. 

Les hauteurs d*un triangle sont concourantes. 

Le lieu des sommets d'un angle droit circonscrit à une conique à centre 
est un cercle. En prenant pour conique directrice un cercle concentrique, on 
retrouve cette propriété : la somme des inverses des carrés de deux dia- 
mètres rectangulaires est constante. 

Le théorème de Desargues [triangles homologiques (155)]. 

Les trois côtés d'un triangle tournent autour de trois points fixes et 
deux des sommets glissent sur deux droites fixes; le troisième sommet décrit 
une conique. 

Si la polaire de a par rapport à une conique passe par a, a et a' sont con- 
jugués par rapport à cette conique. 

Les axes radicaux de deux cercles pris deux à deux se coupent en un 
même point. 

Quand deux sommets d'un triangle circonscrit à une conique glissent 
sur deux droites fixes, le troisième sommet décrit une conique ayant un 
double contact avec la conique donnée. 

Dans une conique, le produit des segments qu'une tangente quelconque 
détermine sur deux tangentes fixes et parallèles est constant. — On prendra 
pour conique directrice une parabole. 

2. Trouver un cercle par rapport auquel la cissoïde de Dioclès 

a~{j7*-f-^*) — ay^ = o 
se transforme en elle-même, par polaires réciproques. (G. Fouret.) 

3. Étant donnés deux triangles de référence et en désignant par ar, y, z\ 
a, p, Y respectivement les coordonnées de deux points variables rapportées à 
ces triangles, à une droite D ayant pour équations ux -^vy -\- wz =iO^ on 

peut faire correspondre le point rf'(a, p, y)» tel que - — 1- = i- Si un 

point {x\ y\ z') décrit la droite D, la droite aa-'-h p^'-i- y5'= o passe par 
le point d. Chasles nomme ce point d le pôle de la droite D. Montrer que, 
si ce point décrit une courbe d'ordre m, la droite D enveloppe une courbe de 
classe m. 
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4. Transformer par polaires réciproques les théorèmes suivants, en prenant 
pour conique directrice D, un cercle : 

Les diamètres d'un cercle sont vus sous un angle droit d'un point a de ce 
cercle; on placera le centre de D au point a. 

La tangente à un cercle est perpendiculaire à l'extrémité du rayon qui passe 
par le point de contact. 

La droite qui joint le pôle d'une droite par rapport à un cercle, au centre 
de ce cercle, est perpendiculaire à cette droite. 

Le diamètre qui passe par le point de concours de deux tangentes à un 
cercle est la bissectrice de l'un des angles formés par ces tangentes. 

Le lieu des points dont les polaires par rapport à trois cercles sont con- 
courantes est le cercle orthotomique. 

Le lieu des sommets des angles droits concourants à une conique est le 
cercle de Monge. 

La somme des distances d'un point donné aux côtés d'un polygone régu- 
lier reste la même si le polygone tourne autour de son centre; on place le 
centre de D au point donné. 

L'enveloppe d'une corde d'un cercle de longueur constante est un cercle 
concentrique au premier. 

Le lieu du pôle d'une corde d'un cercle ayant une longueur constante est 
un cercle concentrique au premier. 

5. Transformer deux cercles de manière que les coniques obtenues aient 
leurs foyers communs. 

6. Transformer l'exercice 10 du Chapitre précédent. 

Équations tangentielles relatives aux coniques. 

430. H y a une relation simple entre les courbes G, C défînies respective- 
ment par les équations f{x,y, z) = o et/(a, v, w) = o, c'est-à-dire par une 
même équation homogène dont les variables désignent des coordonnées ponc- 
tuelles (courbe C) ou des coordonnées tangentielles (courbe C). Prenons 
pour conique directrice la conique imaginaire D ayant pour équation 

x^ -\- y^ -\- z^ = o. 

On voit (427) que la polaire réciproque de G' par rapport à D a pour équa- 
tion f{x,y^ ^) = o et par conséquent les courbes C et G' sont polaires réci- 
proques par rapport à D. 

On peut encore obtenir un résultat simple avec une conique réelle D| ayant 
pour équation x^-^y^ — z^ = o. Dans ce cas, la polaire réciproque de C a 
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pour équation y( a?, y^ — 5) = o et, par suite, si les coordonnées ponctuelles 
sont des coordonnées cartésiennes, C est symétrique, par rapport au centre 
de Di, de la polaire réciproque de C. Ces remarques permettent d'interpréter 
immédiatement toute relation entre des coordonnées tangentielles. 

431. Toute équation du premier degré de la forme au-\-hv -^cw =^iy 
représente un point. On le voit en appliquant la remarque précédente; mais 
on voit directement que cette équation exprime que la droite ayant pour 
équation ponctuelle ux -+- vy H- wz = o passe par le point (a, 6, c). On voit 
aussi que toute équation du premier degré représente un point en coordon- 
nées tangentielles. En particulier, Téquation de l'origine des coordonnées ou 
du point (a? = o, j^ s= o) est w = o. 

432. Si (tt'j s?\ tv') et (a", p', w^) sont les coordonnées tangentielles de deux 
droites A', A', toute droite A passant par le point commun à ces deux droites 
a pour coordonnées w'+Xw", p'-nXi^", w'-i-Xcv* et réciproquement. Les 
coordonnées ponctuelles du point de concours des droites A', A' sont : 
V* w' — wV, w* iC — w'w', v!sf — t^'w". 

Si Ton suppose w'=w'=i, ces expressions deviennent v* — p', m* — u\ 

u'ç" — ç'u'. On peut donc dire que les coordonnées homogènes du point de 

concours des droites (it', v') et (a*, v') sont proportionnelles aux nombres 
Ap' , Ap' 

AU au 

Il en résulte que le point de contact de la tangente (u', v') à la courbe 
définie par l'équation tangentielle/(u, p, 1) = o, a pour coordonnées 



ou 



/^(u^P^«^'), /:.(w',P',iP'), /uw^v^w'). 

Ce résultat nous a déjà été fourni par la théorie des enveloppes. 

433. Trouver l'équation tangentielle des points d'intersection d'une 
droite Do(uo, Po> w'o) avec la conique ayant pour équation tangentielle 

F(«, p, w) = o. 

Une droite quelconque D ayant pour coordonnées m, p, w, les coordonnées 
d'une droite D' passant par le point de concours de D© et D' seront ao-+- Xa, 
Pq_}- Xp, iVo-+- Xw et, par suite, D' sera tangente à la conique donnée si X est 
racine de l'équation F(moH-Xm, Po-+-Xp, iVo-+-Xw)=o. Pour que le point 
commun aux droites D et Do soit sur cette conique, il faut et il suffit que les 
racines de cette équation soient égales, ce qui donne l'équation cherchée 

On vérifie aisément le résultat que nous venons d'obtenir en remarquant 
que, si les coordonnées ponctuelles d'un point/? sont Wo? ^o> «'oj Téquation 
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Fig. III. 




précédente définit, en coordonnées ponctuelles, le faisceau des tangentes 
issues de p, à la conique ayant pour équation 
ponctuelle F(m, (?, w) = o. Or, si Ton trans- 
forme par polaires réciproques la figure for- 
mée par les tangentes A, B à la conique G, 
issues du point />, leurs points de contact 
étant a, b et la polaire de p la droite P, on 
obtient une figure de même nature. Les let- 
tres placées sur la Jig, 1 1 1 expliquent suffi- 
samment la correspondance établie entre les éléments transformés. 

434. Trouver le centre, les axes, les asymptotes d^une conique définie 
par son équation tangentielle F(m, t>, tv) = o; trouver la polaire d'un 
point (a, bj c). — Supposons que l'équation d'une droite étant 

ux-^vy -\-wz =0, 

X Y 

les coordonnées cartésiennes soient -, — ; en d'autres termes, supposons que 

z z 

la droite de l'infini ait pour équation z = o. Le centre d'une conique est un 
point tel que le pôle de toute droite qui y passe est à l'infini; il en résulte 
que Véquation du centre est F',,,= o, c'est-à-dire 

b' u -^ bv -\- a" w = o. 



Donc, les coordonnées ponctuelles du centre sont 6', 6, a'; résultat connu. On 
arrive encore à ce résultat en cherchant le pôle de la droite de l'infini qui a 
pour coordonnées o, o, i. Rappelons que a" = o exprime que la conique est 
une parabole, pourvu toutefois que le discriminant de F(m, (7, (v) soit difi'é- 
rent de zéro. 

Plus généralement, si la droite de l'infini a pour équation ra-{- r'^-\- r"^ = o 
et que l'équation d'une droite quelconque soit ua-^ v^ -\- w^ = o, l'équation 

du centre est rF'^-h r'F^-f- /•'F'w= o. 

Pour déterminer les axes, nous remarquerons qu'un axe est un diamètre 
perpendiculaire à la direction dans laquelle son pôle est à l'infini. Soient u, 
V, w les cordonnées d'un axe. Le pôle de cette droite est à l'infini; par suite. 



(I) 



6' a -H 6p -h a' w = o. 



Les coordonnées ponctuelles du pôle sont F',^, F|;, o; donc, si désigne l'angle 
des axes de coordonnées cartésiennes, 



(^0 



F'„-h F;,cose Fi-h f;,cosO 



u 



Les équations (i) et (2) définissent les axes. 

Les asymptotes sont les tangentes issues du centre; elles sont donc définies 
NiEWENGLOWSKi. — G, an., \. a6 
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par le système 

a M* -h a V -4- rt* (v* -4- 2 6 piv -4- 2 6' (VU -h 2 6' MP = o. 

b' u -h bv -h a' w = o. 

Les directions des asymptotes sont donc fournies par l'équation obtenue en 
éliminant w^ 

(3) {aa' — b'^)u^-^ lia" b'— bb')uv -h (a' a'— b^)v^ == o; 

elles sont réelles et distinctes quand on suppose 

(a'b'- bb')^--(aa'— b'^) {a' a" -^ 6») > o. 

Cette inégalité ne diffère pas de celle-ci, déjà connue : 8 > o. 

Quand les axes de coordonnées sont rectangulaires, l'équation F(m, c, w) = o 
représente un cercle si les asymptotes sont isotropes, c'est-à-dire si l'équa- 
tion (3) est vérifiée quand on suppose u = i, ç = i el u = — «, p = i, ce qui 
donne les conditions a'b" — 66' =o, aa" — 6'* = a' a* — 6* ; c'est-à-dire 
B'=o, A = A'. 

Le pôle de la droite (m, (>, w) a pour coordonnées F'^^ FJ,, FJ^,; il en résulte 

que l'on déterminera les coordonnées u, v^ w de la polaire du point (a, 6, c) 
au moyen des équations — - = ~ = — - '^ en particulier, la polaire du point 
(o, o, i) est déterminée par les équations F'|^= o, Fç= o. 

EXERCICES. 

1. Le premier membre de l'équation tangentielle d'une conique est un inva- 
riant. Il en résulte que, si l'on forme l'équation tangentielle d'une conique 
ayant pour équation ponctuelle /(^, y) -+■ X^(a?, y) = o, le coefficient de X 
sera un invariant simultané. Montrer qu'en égalant cet invariant à zéro, on 
obtient la condition nécessaire et suffisante pour que la droite ux -^ vy -{- wz = o 
coupe la conique f et la conique g en quatre points conjugués. En déduire 
que l'enveloppe d'une pareille droite est une conique dont on connaît huit 
tangentes. 

2. Transformer la proposition précédente par polaires réciproques. 

3. Au lieu de représenter une droite par l'équation ux-^vy — i = o, on 

X V 

peut la représenter par h - — i = o. Une équation de la forme/(/?, ^) = o 

détermine une courbe. Former l'équation relative à une conique. Cas où la 
conique est tangente aux axes. 

4. On peut déterminer une droite en donnant les distances p, q èi deux 
points fixes o, o', pris sur deux droites A, A' concourantes ou non, des traces 
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de cette droite sur les droites A, A' respectivement. Interpréter une équation 
algébrique /(/>, q) = o. 

5. Discuter l'équation générale tangentielle du second ordre par la résolu- 
tion de l'équation par rapport à Tune des variables ou par la décomposition 
en carrés. 

6. Déterminer les longueurs des axes d'une conique à centre définie par 
son équation tangentielle. 

7. Même question pour le paramètre d'une parabole. 

8. Résoudre le problème du n° 366 au moyen de l'équation tangentielle de 
la conique donnée. 

9. Déterminer la distance de deux points représentés par une équation du 
second degré /(m, v, w) = o. 

10. Former l'équation du cercle admettant pour diamètre la droite joignant 
les deux points représentés par l'équation /(m, ç, w) = o. 

il. Discuter la nature des coniques représentées par l'équation 

w'-t- 2P* — (X* — i)^* — iT^vw -¥ luw — 3Xmp = o 

quand le paramètre X varie. 

12. Deux triangles polaires réciproques par rapport à une conique sont 
homologiques et réciproquement. 

13. Trouver l'équation tangentielle des coniques ayant pour centre le 
point âTo) y^ et pour diamètres conjugués deux droites de coefficients angu- 
laires m, m'. 

14. Étant donnés deux triangles ABC, AiBiGi; par les points A, B, G on 
mène ïes droites respectivement conjuguées de Bi Gii Gi A], AjBi par rapport 
à une conique. Si ces droites passent par un même point, les droites passant 
par Al, Bi, Gi et respectivement conjuguées de BG, GA, AB se coupent aussi 
au même point. Gas où la conique se réduit aux deux points cycliques. 

15. Équation tangentielle générale des coniques ayant pour centre le 
point a?oi^o« 

16. Étant donnée l'équation tangentielle d'une ellipse, trouver l'équation 
de l'ensemble des deux diamètres conjugués égaux. 

Les exercices de 9 à 16 sont empruntés aux Leçons sur les coordonnées 
tangentielles de M. G. Papelier. 



*—* 



CHAPITRE XVIII. 

CONIQUES PASSANT PAR DES POINTS DONNÉS OU TANGENTES 

A DES DROITES DONNÉES. 



433. Equation générale des coniques circonscrites à un 
triangle donné. — Soient 

ax -{- by -^ cz = o, a' x -h b'y -h c'z = o, a x-\-b'y -h c" z — o 

les équations des trois côtés d'un triangle, :r, y, z désignant des 
coordonnées homogènes ; si l'on pose 

ax-\-by -^cz — t^ «'or -h 6'^ -h c'z = fi, a'a? -+- A"^ -h c*-5 = y» 

on peut exprimer x^y^ z en fonction linéaire et homogène de a, p, y 
et, par suite, l'équation d'une conique quelconque pourra se mettre 
sous la forme 

(0 Aa*-hA'3«-h A'Y'-HaBfiYH-aB'ïa^-aB'a? = o, 

et, réciproquement, une équation de cette forme représente une 
courbe du second degré. 

Pour que l'équation (i) représente une courbe passant par A, il 
faut et il suffit qu'elle soit vérifiée quand on pose ^ = o, y = o, 
a^o; ce qui donne la condition A=o. Pareillement, A'= o 
exprime que la conique passe par le sommet B, et A''=o qu'elle 
passe par le sommet C. L'équation d'une conique circonscrite au 
triangle ABC est donc de la forme 

(2) B?Y-hB'Yat-HB'a? = o. 

Réciproquement, toute équation de cette forme représente une 
courbe du second degré passant par les sommets du triangle donné. 
On voit, en outre, que cette équation ne se décompose en deux 
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équations du premier degré que si l'un des coefficients B, B' ou B" 
est nul. 

L'équation tangentielle, c'est-à-dire la condition pour que l'équation 

représente une tangente à cette conique est 

(3) B^u^-h B'i^ï+B'îwî— aB'BVw — 2B'B(VM — 2BB'wp = o. 

436. C'est d'ailleurs ce que l'on peut établir par une autre méthode qu'il 
est bon de connaître. En eiïet, cherchons d'abord l'équation de la droite 
passant par deux points («', P', y'), (x"» P*i "{') appartenant à la conique. Cette 
équation est 

a( PY— ï'?') -^ P (y'«'— a' y') + T(a' P'— P'a") = o. 
MaiS) par hypothèse, 

Bp'Y'-hB'Y'a'-4-B'a'P'=o, Bp^^'-t- B'Y'a'-t- B»a''p'= o; 

donc 

B B' B" 



d'où il résulte que l'équation de la corde considérée est 

Ba B'P BW 

a'a* ^ P'p"^ Y't' 

et, par conséquent, la' tangente au poinx (a', P', y') a pour équation 

Ba B'B B'y 

a'2 ^ p'2 -^ y'^ ~ 

Cela posé, si Ton identifîe cette équation avec celle-ci : 

M3t -f- rp -t- (t^Y = O' 
on obtient 

ao^ _ «^ P'^ _ «n;^ 

~B" ~ ~B' "" ~F~ ' 

Les coordonnées du point de contact sont donc proportionnelles à 

/F? /r"' /\V 

-9 l/— > 1/ — et, par suite, l'équation tangentielle est 

v/BÏÏ -+- v/BV -+- y/W^ = o. 

En rendant cette équation rationnelle, on retrouve l'équation (3). 
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437. Equation générale des coniques inscrites à un triangle 
donné. — Le triangle donné étant pris pour triangle de référence, 
Téquation tangentielle d'une conique quelconque est de la forme 

a M* -4- aV* -t- a' cv' -f- a 6 1' iv -+- 2 6'tv a -+- 2 6' MP = o. 

Pour que le côté a = o soit tangent à la conique, il faut et il suffit 
que Téquation précédente soit vérifiée quand r = o, iv = o, u^ o\ 
donc a = o exprime la condition pour que la conique soit tangente 
au côté BG et de même pour les autres côtés ; il en résulte que Téqua- 
tion d'une conique inscrite au triangle donné est de la forme 

(4) hvw '\-h' wu-^-b'usf^o^ 

et réciproquement. 

L'équation tangentielle étant connue, on en déduit Téquation 
ponctuelle 

(5) 6«a«-*-^>'«p«-f-6'*Y* — 266'a? — a6'^»*PY— 26'6y« = o. 

438. On peut arriver directement à cette équation. En posant 
a = o, Téquation (1) donne 

c'est Téquation du faisceau des droites joignant le sommet A aux 
points d'intersection du côté BC et de la conique représentée par 
Téquation (i). Pour que la conique soit tangente au côté BG, il faut 
que ce faisceau soit composé de deux droites confondues en une 
seule, ce qui donne la condition 

A'A'=B». 

De même, on doit avoir 

A'A = B'«, AA'=B'«. 

On ne peut supposer B = o, car on en déduirait A'A"= o ; soit, 
par exemple, A"= o; cette équation entraîne B'= o; l'équation (i) 
se réduit, dans ce cas, à la suivante : 

Aaî-+- A'P^H-aB'ap^o. 
Écartant cette hypothèse, on déduit des équations précédentes 
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A2A'2A"2= B^B'aB"^; donc, AA'A"= eBB'B" et, par suite, 

. B'B" ., BB" .. BB' 

A = Ê —g - , A = £ -JJ7- 1 A = e -^ y 



Sy va «S 

^ ' -i- 2 — ' — - -f- a — 1— = o. 

BB' B'B BB' 



de sorte que l'équation de la conique est de la forme 

^ l,B« "^ B'2 "^ B"V "^ 

En rejetant l'hypothèse e = + i qui correspond à un carré parfait et 
en posant g = &, ^-, =6', »» = 6"? on retrouve l'équation déjà 
obtenue. 

439. Remarque, — L'équation (5) peut prendre une forme remarquable. 
En eiïet, on peut d'abord récrire ainsi : 

(6) (^,a — ^'3 — 6'y)« — 46'ô'Py = o» 

d'où 



6a = 6'p + 6'YH-av^6'6'?Y; 

6a = (v/6^ + /6^^)*, 



ou encore 

ou enfin 

(7) V^6â -h /^ H- /Fv = o, 



les radicaux étant pris d'ailleurs avec des signes quelconques. 

Les coefficients 6, b' y h" étant supposés réels, l'équation (6) montre que, 
pour tout point réel de la conique représentée par l'équation (5), on a 
6'p.6"Y>o. On trouverait de même 6a.6'P>o; donc ôot, 6'p, 6'y sont de 
même signe. 

Gela étant, l'équation (7) équivaut à quatre équations : 

-+- /6â -i- /6^ -h /6'y = o, 
— yJTr% -4- ^JV^ -\- sjb^i = o, 
-f- ^Fi — /67 -4- \/à^ = o, 

-h /6i[ -+- \/v^ — /z;^ = o. 

Il est évident que la première équation ne peut convenir à aucun point 
réel de la conique. Chacune des trois autres ne convient qu'à une portion 
déterminée de cette conique. Supposons, pour simplifier, que a, p, y repré- 
sentent des coordonnées normales. On peut toujours supposer chacune des 
quantités ba, b'^, b'^ positive. La seconde équation, par exemple, ne con- 
viendra qu'aux points pour lesquels on a 

/6â — ^FJ > o et ]/bi — ^b^( > o, 



4o8 
c'est-à-dire 
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6a— ^»'?>o 



et 



bn — h'-î >o. 



Or, si la conique touche les côtés du triangle de référence aux points A', 
B'y G' respectivement) ces deu\ équations sont celles des droites CC et BB'; 
on pourra donc déterminer dans quelles régions se trouve Tare représenté 
par l'équation considérée. 

On peut d'ailleurs raisonner de la manière suivante. Supposons que la co- 
nique soit une ellipse, et supposons l'origine des coordonnées cartésiennes à 
l'intérieur du triangle A'B'C {fig. ii-z)* 

Appelons a', p', y' les distances d'un point au\ côtés du triangle A'B'C. La 

conique étant circonscrite au triangle A'B'C 
^^^' "^' son équation est de la forme 

B B' B' 

mais elle est tangente en B' et G' au\ côtés AC 
et AB; donc son équation est de la forme 

h étant une constante (392) et, comme à l'intérieur du triangle ABG, 3, (i, y 
ont le même signe, on doit supposer /t > o; nous écrirons donc 




De même, on a 



a'« = X-î ?Y- 
P'»=/2Ya et 



Y'*= //i*.a^. 



Supposons qu'il s'agisse d'un point appartenant à l'arc G'MB'; pour ce 
point, il faudra supposer, par exemple, at'< o et p'> o, y'>o et, par suite, 

on devra poser a' = — X'/^Y» ? ="*"'v^Py» y' =="*" "*/*»'*' ^*» ^» ''* étant des 
nombres positifs; donc, en supposant les constantes B, B', B' déterminées, 
l'équation de l'arc B'MG' sera 



B 



B' 



B' 



^V3y Vv» "V«? 



= o 



ou 



BvA 






m 



4i0. Équation de la droite passant par deux points (a', p', y')» i^'i ?'» Y*) 
de la conique représentée par l'équation (7). — La droite considérée a 
pour équation 

«(PY-T'P') + P(Y'«'- «'f ) +T(«'?'- ?'«') = o- 
Mais on suppose 
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donc 

s/h ^ _yfh' _ ^ s' y . 

l'équation de la corde demandée est, par suite, 

II en résulte que la tangente au point (a', ^\ y) ^ pour équation 



i/? + Vf'-^V7=°- 



Théorème fondamental. 

i41. Théorème. — Par cinq points, on peut faire passer une 
conique et une seule, pourK>u que trois au plus de ces points 
soient en ligne droite. 

Remarquons tout d'abord que si les cinq points sont sur une 
même droite A, tout système de deux droites dont Tune est la 
droite A constitue une conique passant par les cinq points donnés. 
En second lieu, si quatre seulement des points sont sur une ligne 
droite A ne passant pas par le cinquième point E, la droite A et une 
droite A'^ assujettie à passer par E, mais ayant une direction arbitraire, 
forment une conique passant par les cinq points donnés. Dans le pre- 
mier cas, Téquation des coniques satisfaisant à la question sera de la 

forme 

P(aa; -h by -h c^) = o, 

P := o étant l'équation de A et a, 6, c trois coefficients arbitraires, 
de sorte que l'équation renfermera deux paramètres arbitraires; dans 
le second cas, l'équation sera de la forme 

et ne renfermera plus qu'un seul paramètre. 

Enfin, si trois points seulement A, B, C sont sur A, la conique 
cherchée est évidemment déterminée et se compose de la droite A et 
de la droite A' qui passe par les deux autres points D, E. 

En laissant de côté le premier cas, dans lequel les cinq points 
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donnés sont en ligne droite, nous pouvons toujours choisir trois des 
points donnés formant un triangle ayant ces points pour sommets. 
Supposons que les points A, B, C satisfassent à cette condition et 
prenons lé triangle ABC pour triangle de référence. En désignant 
par a = o, p == o, y = o les équations des trois côtés de ce triangle, 
Téquation générale des coniques circonscrites au triangle ABC est 

Exprimons maintenant que la courbe représentée par cette équa- 
tion passe par le point D (a', P', y') et par le point E(a'', P", 7^); 
nous aurons, pour déterminer A, B, C, les deux équations homo- 
gènes 

AP'y'+ BY'a'-+- Ca'p' = o, A^'y'^" Bï"»'"^ Ga'p'= o. 

Si le point D est sur Tun des côtés, par exemple sur BG, on 
a a'=o; la première équation se réduit à A =0 et, par suite, la 
conique demandée se compose de deux droites. 

Supposons les six coordonnées des points D, E différentes de 
zéro ; alors les équations précédentes détermineront les rapports 
de A, B, C et sî aucun des déterminants PY' — y'^'S t'^" — ^'y"' 
a'P" — P'a" n'est égal à zéro, aucun de ces coefficients ne sera nul : 
on obtiendra une conique proprement dite passant par les cinq 
points donnés, et Ton n'en obtiendra qu'une seule. Si l'on observe 
que la condition ^'^ — ^^"=0, par exemple, exprime que les 
points A, D, E sont en ligne droite, on voit que la proposition est 
entièrement démontrée. 

442. Autre méthode, — Soient {xh^ yh^Zk) les coordonnées des 
cinq points donnés, Tindice h variant de i à 5. Il s'agit de déter- 
miner les coefficients A, B, G, D, E, F de sorte que les cinq équa- 
tions homogènes à six inconnues 



IAarî-4- Bari^i-h C^f-h ï>XxZi-\- ^y\Zi -f- FsJ = o, 
^^\ -*- = «1 
••• ...., 
Air|H- = 

soient vérifiées. Or, on sait qu'un pareil système d'équations admet 
toujours des solutions non toutes nulles. Il s'agit de discuter ces 
solutions. 
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1® Il peut arriver qu'une solution soit de la forme A = o, B = o, 
C = o, les autres inconnues D, E, F n'étant pas nulles toutes les 
trois. Alors une solution du problème serait représentée par Téqua- 
tion 

(2) z{Dx'{-Ey-{-Fz) = o. 

Si les cinq points donnés sont à distance finie, ils seraient tous 
les cinq sur la droite ayant pour équation 

Dx-+- E^-i-F = o. 

Dans ce cas, il y aurait une infinité de coniques répondant à la 
question : ces coniques seraient composées de deux droites et repré- 
sentées par une équation de la forme 

(Da?-+- Ey ■+■ Fz){\x -\- [Jt^4- vz) = o, 

)., UL, V ^tant arbitraires. 

11 peut arriver que l'équation (2) représente la solution générale; 
c'est ce qui a lieu si trois des points donnés sont à Tinfini, ou si, 
deux seulement étant à l'infini, les trois autres sont sur une droite 
déterminée. 

Si quatre des points étaient à l'infini, le cinquième ayant pour 
coordonnées (^o^^o)) 1^ solution la plus générale serait de la forme 

Enfin, si tous les points étaient à l'infini, il n'y aurait d'autre solu- 
tion que z^= o. 

Tous ces cas particuliers étant écartés, supposons d'abord que le 
déterminant principal du système (i) soit du cinquième degré. Dans 
ce cas, les rapports mutuels des inconnues A, B, . . ., F sont déter- 
minés et il y a une seule conique répondant à la question. On peut, 
d'ailleurs, former son équation qui est évidemment 

x^ xy y^ xz yz .5' 



= 0. 



I A ^57» y\ ^5-5 y^z^ z\ 

11 convient de remarquer que, dans ce cas, trois des points donnés 
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peuvent être en ligne droite, mais pas davantage, sans quoi le pro- 
blème aurait une infinité de solutions. 

Supposons, en second lieu, que le déterminant principal soit du 
quatrième degré. Dans ce cas, deux des inconnues sont arbitraires 
et les autres sont des fonctions déterminées, linéaires et homogènes 
de ces deux inconnues, ce qui revient à dire que la solution la plus 
générale est de la forme 

ff^ a\ •..,/,/' étant des nombres déterminés et \^ V deux arbi- 
traires. L'équation demandée est donc de la forme 

foi fi étant deux pol^^nomes déterminés. 11 y a, dans ce cas, une 
infinité de coniques passant par les cinq points, chacun de ces 
cinq points appartenant aux deux coniques particulières/, / ; donc, 
ces coniques se décomposent en droites, une droite leur étant com- 
mune. Quatre des cinq points sont sur la droite commune et le cin- 
quième est rinterseclion des droites non communes. 

Enfin, il peut arriver que le déterminant principal soit du troi- 
sième degré. Dans ce cas, les inconnues sont des fonctions linéaires 
et homogènes de trois arbitraires )., V, V; il y a une infinité de 
coniques passant par les cinq points donnés et représentées par une 
équation de la forme 

Les cinq points donnés appartiennent alors à chacune des co- 
niques/, /, /a. 11 en résulte nécessairement que ces coniques sont 
formées de couples de droites ayant une droite commune sur laquelle 
se trouvent les cinq points donnés; en effet, les cinq points apparte- 
nant à/et/i, quatre d'entre eux sont sur une droite qui appartient 
aussi à /a* Si le cinquième point n'était pas sur cette droite, l'ëqua- 
lion ne contiendrait qu'un seul paramètre arbitraire. 

Il reste à prouver que le déterminant principal est au moins du 
troisième degré. Or, en supposant les cinq points donnés distincts 
et à distance finie, il y en a au moins trois qui ont des abscisses ou des 
ordonnées distinctes, car si l'on suppose, par exemple, j?, = Xj == Xz^ 
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on a«ray« 7z^^2^J^3- Supposons donc, par exemple, celte dernière 
condition remplie; dans ce cas, le déterminant 

rî yi I 

est différent de zéro. Or, c'est un déterminant formé avec les élé- 
ments du Tableau des coeffîcients des inconnues A, . . . , F. La 
proposition est donc démontrée. 

443. Théorème corrélatif. — En transformant le théorème pré- 
cédent par polaires réciproques, on voit que cinq tangentes dé ter- 
minent une conique et une seule, powvu qiion ne puisse trouver 
trois de ces droites passant par un même point. 

En effet, soient A, B, C, D, E les cinq droites données; leurs pôles 
étant a', 6', c', rf', e', on suppose que trois quelconques de ces cinq 
points ne sont pas en ligne droite. On peut donc faire passer une 
conique et une seule par les cinq points; la polaire réciproque de 
cette conique est tangente aux cinq droites données; réciproquement, 
à toute conique tangente à ces cinq droites correspond une conique 
passant par leurs pôles. Il y a donc une solution et une seule. Si 
deux des droites passaient par un point m et les trois autres par un 
point Pj les pôles des cinq droites seraient placés : deux sur la 
polaire M' de m et les trois autres sur la polaire P' de/?; la conique 
passant par les pôles des cinq droites serait composée des deux droites 
M' et P' et, par suite, la polaire réciproque du couple de ces deux 
droites serait le système des deux points m, p. Il n'y aurait donc pas 
de conique véritable tangente aux cinq droites données, ce qui est 
évident a priori. 

441. Oq peut traiter la question directement. En prenant pour triangle de 
référence le triangle formé par trois des tangentes, Téquation tangentielle de 
la conique serait de la forme 

a.vw H- b»wu -H c.wc = o. 

Soient {u\ v\ w') et (u*, t>', w') les coordonnées des deux autres tangentes, 
on doit résoudre le système . 

a ,v' w' -\- b ,w' u' -\- c ,u v' = o, a.v'w'-^b.w'u'-^- cu'v" — o. 
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En supposant a', v\ w\ a*, f^", w" différents de zéro, c'est-à-dire en suppo- 
sant qu'aucune des deux, dernières tangentes ne passe par le point commun 
à deux des trois premières, les rapports de a, 6, c seront déterminés et aucun 
de ces coefficients ne sera nul si aucun des déterminants 

n'est égal à zéro, c'est-à-dire si le point de concours des deu-x dernières tan- 
gentes ne se trouve sur aucune des trois premières. 
Le théorème est donc démontré. 



Faisceau ponctuel de coniques. 

4io. Equation générale des coniques passant par les points 
communs à deux coniques, — Soient /(^, y) = o, g{x^ y)=zo 
les équations de deux coniques G, CJ se coupant en quatre points 
distincts A, B, C, D. L'équation 

représente, pour un système de valeurs données a et p, une conique 
passant par les points communs aux deux premières. 

Je dis que Ton peut déterminer a et ^ de manière que cette équa- 
tion représente une conique déterminée Cj choisie parmi toutes les 
coniques passant parles points communs à C et C. £n effet, prenons 
sur G| un point E, distinct des points A, B, C, D. La conique repré- 
sentée par l'équation (i) passera par E si Ton suppose 

Xi^ y\ étant les coordonnées du point E. On vérifie Péquation (2) 
en posant a = ^(j;i,y, ), p = — /(^m^i) et, en remplaçant dans 
(i) a et p par ces valeurs, on obtient Téquation 

(3) f{^^y)g{^uyv) — g{x.y)f{^uyi)^o 

qui représente une conique ayant avec C| cinq points communs; et, 
par suite, cette équation est celle de la conique C| elle-même. 
L'équation (i) est donc Téquation générale des coniques passant 
par les points communs à G et G'. 

4i6. D'une manière générale, quels que soient les points corn- 
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muDS à deux coniques C, G, Téquation 

dans laquelle X est un paramètre arbitraire, représente une infinité 
de coniques passant par les points communs à ces deux coniques; 
elle définit un faisceau ponctuel de coniques, dont G et G' sont les 
bases. Il résulte immédiatement de la forme de cette équation qu'il 
passe par chaque point du plan une conique, et une seule apparte- 
nant au faisceau qu'elle définit. 

Deux coniques quelconques du faisceau (G, G') peuvent être choi- 
sies pour bases. En effet, si l'on pose 

U =/(a7,^) -h Vg{x,y\ V ~f{x,y) 4- XV(a?,^), 

on en lire, en supposant)/^ )/', 

vy-v\} u-v 

et, par suite, 

,;, , X'— X ^ . . X'-X X-X' X'— X' 
En posant jx = s— jp > et, par conséquent, == = , 

on a idenliquement 

U -4- |iV = (i -f- fx) [/(:F,r ) + ^g{^^y)\ 
L'équation du faisceau est donc aussi U -f- [xV = o. 

447. Gela posé, je dis que, si deux coniques /, g se touchent en un 
point M, toutes les coniques de ce faisceau seront tangentes en M. 
En effet, soient x, y, z les coordonnées de M ; par hypothèse, k dési- 
gnant une constante, on a 

dx dx ày ày^ àz Oz 

et, par suite, la tangente en M à la conique y + Xg a pour équation 

X, Y, Z étant les coordonnées courantes. Gette équation disparait 
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si A = — A; mais rëquation / — kg=^o représente deux droites 
passant par M. 

4i8. Il est utile d'approfondir davantage le cas que nous venons d'examiner. 
Pour cela, prenons pour côtés du triangle de référence la tangente en 
M : (a = o), une droite passant par M : (p = o) et, pour troisième côté (y = o). 
une droite quelconque. Les équations des deux coniques prennent la forme 

F = aaî-f- a' p»H- ^»'a? -h 6' a- = o, G = a,a» -h a^ ?» -h 6; a? -+- b\ a- = o. 

Les points communs à ces coniques sont sur la conique représentée par 
réquation a'j F — a'G = o qui se décompose en a = o, représentant la tan- 
gente en M et 

{aa\ - a, a')a -h {b'a'^ — b\ a') p -+- {b'a\ — b\ a')y = o. 

Cette équation représente une droite D sur laquelle se trouvent les points 
communs P, Q autres que le point de contact M. On voit ainsi que deux 
coniques tangentes en un point ont, en général, deux points communs autres 
que le point de contact (qu'il faut compter pour deux). 

Mais il peut arriver que la droite D passe parle point de contact M, ce qui 
exige que b'a\ — bia' = o. Si cette condition est remplie, on a identiquement 

a'^F — a'G -a(/ia-h/i'P), 

h et h' étant deux constantes. Si, en outre, on suppose b'a\ — bla' = o, alors 

a'iF — a'G^-Aa». 

Dans le premier cas, l'un des points P ou Q est venu se confondre avec M 
et les deux coniques n'ont plus qu'un point commun autre que M, que l'on 
peut considérer comme la réunion de trois points. On dit alors que les 
coniques ont en M un contact du second ordre. Dans le second cas, les 
coniques n'ont qu'un seul point commun M, qu'on peut regarder comme étant 
la réunion de quatre points. On dit alors que les coniques ont un contact du 
troisième ordre ou qu'elles sont osculatrices. 

En revenant aux coordonnées primitives, on voit qu'il y a une valeur de X 
telle que 

P = o représentant la tangente commune et Q = o une droite passant par les 
autres points communs. Si Q = o représente une droite passant par le point 
de contact, les deux coniques ont ifn contact du second ordre; et, dans le 
cas du contact de troisième ordre, il y a une valeur de X telle que 

P = o représentant la tangente commune. 
On aura, dans chacun de ces cas, en conservant les notations déjà employées, 

U-+.|jiV = (n-|jL)PQ 
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OU 

UH-fjLV = (n-fx)P»; 

ce qui prouve que si deux coniques particulières du faisceau ont un contact 
du premier, du second ou du troisième ordre, il en est de même de deux 
coniques quelconques du faisceau. 

Équation générale des coniques circonscrites à un quadrilatère. 

449. Soient a = o, j3 = o, y = o, = les équations des côtés 
AB, BC, CD, DA d'un quadrilatère. Les équations 

ay = 0, p8 = o 

représentent deux coniques particulières passant parles quatre som- 
mets. Donc 

av -4- X 3 = 

est Téquation générale des coniques circonscrites au quadrilatère 
donné. 

Cette équation exprime que le lieu du point dont le produit 
des distances à deux droites est dans un rapport constant avec 
le produit des distances du même point à deux autres droites 
est une conique passant par les points où les deux premières 
droites rencontrent les deux autres. 

Ce théorème, dû à Pappus, a été généralisé. Étant données n droites ai = o, 
aj = o, . . . , a„ = o et jo autres droites Pi = o, 02=0, . . ., ^p = o, le lieu du 
point tel que le rapport du produit de ses distances aux n premières 
droites au produit de ses distances aux p autres droites soit constant est 
représenté par V équation 

ai aj . . . a/j = A pi pj , . . p^,. 

Dans sa Géométrie^ Descartes donne le premier la solution de ce problème 
que les géomètres de l'antiquité n'avaient pu résoudre que dans des cas parti- 
culiers. 

430. Equation générale des coniques circonscrites au triangle 
ABC et tangentes en un sommet à une droite donnée. — Prenons 
le triangle donné pour triangle de référence; Inéquation d^une conique 

circonscrite étant 

APY-HBYaH-Gap = o, 

la tangente en A a pour équation By -j- C ^ = o. 

NiEWBNGLOWSKI. — C ait., I. 2- 
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Si = o représente une droite donnée passant par A, la tangente 
en A sera confondue avec cette droite si l'on détermine B et C de 
façon que By + Gp^A.S, h étant une constante. L'équation de- 
mandée est donc 

OU 

On obtient cette équation en considérant la figure formée par le triangle 
ABC et la tangente en A comme un quadrilatère dont deux sommets seraient 
confondus avec le point A, l'un des côtés de ce quadrilatère limite étant la 
tangente donnée. 

4d1. Équation générale des coniques bitangentes à une co- 
nique donnée, la corde des contacts étant donnée. — Cherchons 
d'abord l'équation générale des coniques tangentes à deux droites 
p = o, Y = o aux points où ces droites sont coupées par la droite 
a = o. 

Prenons pour triangle de référence le triangle formé par les trois 

droites données; l'équation générale des coniques passant par B et C 

étant 

Aa*-haBpY-»-'^'B'Ya-H2B'ap = o, 

la tangente en B a pour équation 

BY-hB'a = o. 

Pour que cette tangente se confonde avec le côté AB, il faut poser 
B"= o. De la même manière, B'= o exprime que la tangente en G 
est la droite AC; l'équation demandée, que nous avons obtenue déjà 
par une autre méthode (392), est donc 

Aa^-haB^Y = o. 

Cela posé, soient /"= o, g=^o les équations de deux coniques 
bitangentes en B et G; on a identiquement 

y=Aa«H-2BPY, ^^ A'a«-i- aB'pY» 
d'où 

B7— B^ = (AB'— BA')a«, 

ce qui prouve que l'équation g^ = o est de la forme 

/-i- A:a' = o, 
k étant une constante. 
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Réciproquement, toute équation de cette forme représente une 
conique bitangente à /aux points d'intersection avec la droite a = o; 
la vérification est immédiate. 

Il résulte de ce qui précède que deux quelconques des coniques 
du faisceau représenté par l'équation /-f- \g = o sont bitangentes 
aux mêmes points que les coniques /et g, 

452. Nous pouvons reprendre maintenant d'une manière complète la ques- 
tion traitée au n° 415. 

I® Supposons que les coniques/ g aient trois points communs A, B, G et 
soient tangentes en A. Nous dirons qu'une conique passe par les points com- 
muns aux deux coniques données si elle passe par les points A, B, G et 
est tangente en A à ces coniques. Si nous prenons le triangle ABG pour 
triangle de référence et si S = o est l'équation de la tangente en A, commune 
aux deux coniques / g\ l'équation générale des coniques passant par les 
points communs kfelg est 

Gette équation représente le faisceau ayant pour bases les coniques singu- 
lières Py = o, ao = o. Or 

a/= Py -♦- l^'«^' *^^ Py -+- K-'«^' 

a^ ù, [l'y fi' étant des constantes; les coniques / g font donc partie de ce 
faisceau et, par conséquent, l'équation de ce faisceau est aussi /-{- X^ = o. 
X étant arbitraire. 

2° Si les coniques/ g sont bitangentes, la corde des contacts ayant pour 
équation a = o et les tangentes communes ayant pour équations ^ = o, y = o, 
on dit qu'une conique passe par les points communs à/ et g, si elle est tan- 
gente aux mêmes droites et aux mêmes points et, par suite, a pour équation 
pY-+-fJia'^o. Or, les coniques/ et g peuvent être représentées par les 
équations ^y -h fji'a'= o, Py "^ |Jt'a^= o; elles font donc partie du faisceau 
dont les bases sont définies par les équations Py = o, oe' = o. Il en résulte 
que l'équation Py -h {xa* = o peut se mettre sous la forme 

/+X^ = o. 

3^ Gonsidérons enGn deux coniques / g ayant en A un contact du second 
ordre. Si a = o est l'équation de la tangente en A et p = o, celle de la droite 
menée de A au point commun B différent de A, on a vu qu'il existe une con- 
stante X' telle que 

/+X>-ap. 

Si une troisième conique, U = o, a avec la première en A un contact du 
second ordre et passe en outre par le point B, on trouvera de même deux 



L 
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constantes X',^ telles que 

L'équation U = o peut donc se mettre sous la forme 

/-— Aap = o ou /(i — ^) — Vhg = o. 

On peut donc affirmer encore que Téquation générale des coniques passant 
par les points À, B et ayant en A un contact du second ordre avec y et g, 
c'est-à-dire l'équation générale des coniques passant par les points communs 
èif et g est encore de la même forme /-h "kg = o. On arrive à la même con- 
clusion dans le cas du contact du troisième ordre. 

4° Cas particulier. — Lorsque les coniques / et g ont un point double 
commun M, c'est-à-dire quand ces coniques sont dégénérées en couples de 
droites se coupant au même point, l'équation y -f- Xg — o n'est pas l'équation 
générale des coniques ayant un point double en M ; en effet, cette équation 
représente alors évidemment un faisceau involutif, comme on s'en assure en 
plaçant l'origine des coordonnées au point M, puisque /-h \g prend alors la 

forme 

(A -4- X .V)^«-+- ^(B H- XB')a77 -h (G -+- XG')7î = o, 

et l'on voit bien que cette équation n'est pas l'équation générale des couples 
de deux droites passant par l'origine. 

433. Théorème de Desargues. — Les coniques d'un faisceau ponctuel 
déterminent une involution sur une droite quelconque. 

Nous venons de voir que cette propriété est vraie dans le cas particulier 
où les coniques ont un point double commun. Dans le cas général, les points 
d'intersection d'une conique quelconque du faisceau avec la droite menée par 
un point (iFo, ^o) ^^ ayant pour paramètres directeurs a, p, correspondent aux 

racines de l'équation /(xq+ ap,^o-»- P?)-+- X^(a7o -H «pj ^o-^- Pp) = o* Or 
les coefficients de cette équation du second degré en p sont des fonctions 
linéaires du paramètre X : donc les points qu'elle définit appartiennent à une 
involution. Les points doubles de cette involution sont évidemment les points 
de contact des coniques du faisceau tangentes à la sécante considérée; donc 
il y a deux coniques du faisceau tangentes à une droite donnée. 

434. Les polaires dUin point fixe par rapport à toutes les 
coniques d^un faisceau sont concourantes. — Eq effet, si l'on 
pose 

on voit que la polaire du point (^o>^oï ^o) pstr rapport à la conique 
/ -^ ^^g * pour équation P -4- XQ = o. 
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En particuliex^ les diamètres conjugués à la direction donnée con- 
courent en un même point. 

455. On peut démontrer directement qu^il y a deux coniques du faisceau 
tangentes à une droite donnée : cela résulte de ce que l'équation tangentielle 
de la conique /-h X^ est de second degré en X. Cela posé, soient A, B les 
points de contact de la droite AB avec les deux coniques qui lui sont tan- 
gentes. La polaire de A par rapport à celle de ces coniques qui touche AB 
en A est la droite AB elle-même; la polaire de A par rapport à la seconde 
conique passe par B; donc les polaires de A par rapport aux coniques du 
faisceau passent par B et réciproquement. Les points A et B sont donc con- 
jugués harmoniques par rapport à tous les couples de points d'intersection 
de AB avec les coniques du faisceau; donc ces couples forment une invo- 
lution. On retrouve ainsi le théorème de Desargues. Celte démonstration est 
due à M. H. Picquet. 

Cercle du faisceau, 

456. Trouver les conditions pour que les points communs à 
deux coniques soient sur un cercle, — Il s'agit, d'un manière plus 
précise, de chercher à quelles conditions il se trouve un cercle 
parmi les coniques d'un faisceau. 

Supposons que l'une des deux coniques f, g soît une conique à 
centre unique, et prenons pour axes de coordonnées les axes de sy- 
métrie de cette conique. Les équations des deux coniques étant 

Aa7«-f- Cj'-h F = o, K'x^-^ih'xy + C>*-4-. . .= o, 
une conique quelconque C du faisceau aura pour équation 

(A'-hXA)arî-h2B'ar7-+-(C'-hXC)7î-h...= o. 

Celle conique sera un cercle si B'= o et si A'-h^A = G'h- XC. Il 
faut encore supposer A'-f-XA^o, C! -^\(Z^o^ ce qui exige 
AC'-CA'^o. 

Donc, pour que les points d^ intersection de deux coniques 
soient sur un cercle, il faut et il suffit que les axes de symétrie 
de ces coniques soient parallèles, pourvu que ces coniques ne 
soient pas homothétiques. 

Quand les coniques données sont homothétiques, il xCy a aucun 
cercle parmi les coniques du faisceau qu'elles déterminent, à moins 
qu'elles ne soient toutes deux des cercles, et dans ce cas le faisceau 
n'est composé que de cercles. 



422 GBAPITRB XVIII. 

Supposons mainlenant que les coniques données soient deux para- 
boles. L'une de ces paraboles étant rapportée à son axe et à la tan- 
gente au sommet, les équations des deux coniques sont 

C^j -4- 1 Dx = o, A' J7* -+- 2 B'xy -+■ C'y* -♦-...= o ; 
l'équation d'une conique du faisceau est 

A'a?«-f- 2B'jy H- (G'-h XG)^2-»-. . . = o. 

Cette équation représente un cercle si B'=o et A'=C'-4-)^C. La 
seconde conique étant une parabole, la condition B'= o entraîne 
A'=o ou C'=o. On doit rejeter Thypothèse A'= o à laquelle ne 

correspond pas de cercle et prendre C'=o, )x=: p-> d'où cette 

proposition : Pour que les quatre points dUntersection de deux 
paraboles soient sur un cercle^ il faut et il suffit que les axes de 
ces deux paraboles soient rectangulaires. 

Si, cette condition étant remplie, on prend pour axes de coordonnées les 
axes de symétrie des deux paraboles, les équations de ces courbes deviennent 

et celle du cercle passant par leurs points communs est 

x^^yt — ipx — 'xqy — X — jx = o; 
les coordonnées du centre de ce cercle sont donc/? et q, 

457. Dans le cas général, on voit que, si les points communs à 
deux coniques /, g sont sur un cercle, on peut mettre Téquation 
d'une conique du faisceau (/*, g) sous la forme 

(A -+- X A')ar*-+- (G -h X G') J^*-H. . . = o, 

ce qui montre que toutes les coniques du faisceau ont alors leurs axes 
parallèles et par suite, si deux coniques quelconques du faisceau se 
coupent aux quatre points A, B, G, D, les droites AB, CD étant 
deux coniques particulières du faisceau, les bissectrices des angles 
formés par ces droites sont parallèles aux axes des coniques du fais- 
ceau; en d'autres termes, AB et CD font avec ces axes des angles 
égaux et de signes contraires; réciproquement, si cette condition est 
remplie, les quatre points A, B, C, D sont sur un cercle. 
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458. Application. — Former V équation générale des cercles 
passant par les points communs à C ellipse et à la droite ayant 
pour équations 

— T-H^-r — i = o, r— mx — h = o. 

La droite passant par les deux autres points communs à l'ellipse 
et à l'un des cercles considérés a pour coefficient angulaire — m ; 
il en résulte que l'équation demandée a la forme 

x^ v^ 

— j -H*^ — i-i-X(^ — mx — h)(y-^ mx -+- A:) = o. 

Cette équation représente un cercle si l'on suppose 

d'où Ton lire 

ce qui donne l'équation 

(m^-^i){b^x^-ha*y* — a*6*) — c*(y— mx — h) (y -\- mx ->r X:) = o, 
k désignant un paramètre arbitraire. 

-459. Équation du cercle osculateur en un point d'une ellipse. — La 
tangente au point donné A(27of ^o) et la droite AB, B désignant le point d'in- 
tersection autre que A du cercle osculateur et de l'ellipse, faisant avec les 
axes de l'ellipse des angles égaux et de signes contraires, l'équation demandée 
peut se mettre sous la forme 



avec la condition 



d'où 






.__ a«6»c» 



b'*xl-\'a''y% 



Hyperbole équilatère du faisceau, 

460. Parmi les coniques d^un faisceau ponctuel, il y a une 
hyperbole équilatère, ou toutes les coniques du faisceau sont des 
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hyperboles équilatères. — La condition pour que 

(A -h X A')a:«-4- 2(B + XB')jy -+- (C -f- XC')^2_}_. . . = o 

représente une hyperbole équilatère est, en supposant les axes rec- 
tangulaires, 

AH-C-4-X(A'-hG') = o; 

cette équation admet une solution et une seule (finie ou infinie), 
excepté quand on a A H- C = o et A'+ C'= o. Alors les coniques 
données sont des hyperboles équilatères et toutes les coniques pas- 
sant par leurs points communs sont aussi des hyperboles équilatères. 

/ 

461. Applications. — i** Soit H le point de concours de deux des hauteurs 
d*un triangle ABC. On peut considérer les systèmes de droites (BC, AH), 
(AG, BH) comme formant deux hyperboles équilatères passant par A, B, C, H. 
II en résulte que toute conique passant par ces quatre points est une hyper- 
bole équilatère; en particulier, il en est ainsi pour le système des droites 
(AB, GH), ce qui prouve que CH est la troisième hauteur. On retrouve ainsi 
un théorème connu. 

2° Toutes les hyperboles équilatères circonscrites à un triangle ABG passent 
par l'orthocentre H. En effet, soit G l'une des hyperboles; la droite AH la 
rencontre en A et çn un second point H'; mais la conique (BG, AH') étant 
une hyperbole équilatère, il en résulte que BH' est perpendiculaire sur AG; 
ce qui prouve que H' se confond avec H. 

3' Gette remarque permet d'exprimer que l'équation 

représente une hyperbole équilatère, car il suffit d'écrire que cette équation 
est vérifiée par les coordonnées de l'orthocentre du triangle de référence. Si 
a, p, Y désignent des coordonnées normales, la condition demandée est 

h cos A H- ^ cos B -h / cos G = o. 

462. Supposons que le faisceau donné ne renferme qu'une seule hyperbole 
équilatère H ; alors, parmi les coniques du faisceau, il y en a une dont les 
axes de symétrie sont parallèles aux asymptotes de H. En effet, prenons, 
comme le fait M. G. Kœnigs, pour axes de coordonnées, les asymptotes de 
cette hyperbole et soient 

aay^-h A = o, A a?* -h i^xy -^ dy^-^ aDrr-h îEj^-h F = o 

les équations de H et d'une seconde conique du faisceau. 
La condition nécessaire et suffisante pour que l'équation 

Aa?*-h 2(B-4- fx)a7^4- Gj^s-haDa? -h 2Ej^-f- F-h (jlA = o 
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représente une conique F satisfaisant à la condition donnée est fi = — B. Si 
Ton prend cette conique F et l'hyperbole H pour bases du faisceau, ce der- 
nier sera défini par une équation de la forme 

Aa7*-h Cy*-h siXa^K-f- 2Dx-\-^Ey -h F-h X/i= o. 

Parmi les coniques du faisceau se trouvent deux paraboles. En effet, 
Féquation précédente représente une parabole si X*= AG. Donc, les deux 
paraboles du faisceau sont réelles quand la conique F est une ellipse, et réci- 
proquement. Les axes des paraboles sont parallèles aux droites définies par 
les équations 

X y/A ±: y /C = o 

et l'on reconnaît que ces droites sont parallèles aux diamètres conjugués 
égaux de l'ellipse F. 

Si l'on nomme a et b les demi-axes de l'ellipse particulière F, en supposant 
A*< C, A et C positifs, on a 

a« — h^ A 

= 1 — TT> 



ai 



mais l'une des racines de l'équation en S est moindre que A et l'autre est 
supérieure à C. On peut donc les représenter par G h- a et A — a. Si a' et 
b' sont les demi-axes d'une ellipse du faisceau autre que F, on a 



a'^—h'i A— a 
= I — -^ 1 



-'t 



a 
ce qui prouve que l'excentricité de l'ellipse F est un minimum. 

Lieu des centres des coniques du faisceau. 

A63. En conservant les mêmes notations, le centre d'une conique du fais- 
ceau est défini par les équations 

Aar-h X^-l- D = o, Xar-h G^H- E = o; 

le lieu des centres est donc une conique S ayant pour équation 

Aj?»— Gj^*-i-Dar — E^ = o. 

Gette conique est une hyperbole quand la conique F est une ellipse et 
inversement. Supposons qu'il en soit ainsi; si \l et [i' sont les coefficients an- 
gulaires des asymptotes du lieu des centres, on a 

A 

ce qui prouve que toutes les coniques du faisceau admettent un même système 
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de directions conjuguéesi qui sont les directions des asymptotes du lieu des 
centres. 

461. Remarques relatives au Heu des centres des coniques d*un faisceau 
ponctuel. — En représentant le faisceau donné par l'équation /-h X^ = o, on 
trouve, pour le lieu S des centres, l'équation /J..^y — fy,g-'^=z o. Cette équa- 
tion donne lieu à plusieurs remarques. 

i"* Les diamètres conjugués à une direction (a, P) par rapport au\ deux 
coniques/, g ayant pour équations 

le lieu de leur point de concours, quand la direction donnée varie, est préci- 
sément la conique S. 

2** Il résulte de cette propriété que la conique S passe par le milieu de 
chaque corde commune à deux quelconques des coniques du faisceau, puisque 
le milieu d'une corde commune est le point de rencontre des diamètres conju- 
gués à sa direction. 

3** Si les coniques/, g sont tangentes en un point M, ce point appartient 
à S et, réciproquement, si les coniques/, gy S ont un point commun M, les 
deux premières sont tangentes en ce point; c'est ce que montre la forme de 
l'équation de S. 

4° Si l'on remplace /et g par des coniques respectivement homothétique^ 
et concentriques, c'est-à-dire si l'on considère le faisceau défîni par l'équation 

/-i-^-f-X(^-f-A:) = o, 

A et ^ désignant des constantes arbitraires, quelles que soient les valeurs attri- 
buées à A et ky ce qui donne une double infinité de faisceaux, la conique S est 
toujours le lieu des centres. En particulier, considérons une conique /et un 
cercle g ayant pour centre un point donné P. Quel que soit le rayon de ce 
cercle, le lieu des centres des coniques du faisceau (/, g) est une conique 
déterminée S, passant par P et rencontrant/ en quatre points A, B, C, D. Le 
cercle de centre P et de rayon PA est tangent en A à/, de sorte que PA est 
une normale à /issue de P et, réciproquement, S passe par le pied de toute 
normale à /issue de P. Donc, on peut mener de P quatre normales à/ (re- 
marques dues à M. Mannheim). 

5' Lorsque l'une des coniques du faisceau est un cercle, S est une hyper- 
bole dont les asymptotes sont parallèles aux axes de la seconde conique. 

465. Lorsque les coniques/, g se coupent en quatre points réeU 
A, B, G, D, on peut prendre pour axes de coordonnées deux droites 
non parallèles passant par ces quatre points. Supposons que AD soit 
l'axe des x et CD Taxe àQ% y, et soient a, a' les abscisses de A et B; 
6, y les ordonnées de C et D. Soit 

A 07» H- Ba?j-HCj'*-+- DiF-^-Ej/"-*- F = 
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Téquation d'une conique. L'axe des x rencontre cette conique eji 
deux points dont les abscisses sont les racines de Téquation 

Aa?*-t-D:r-h F = o; 

ces points coïncident avec A et B si l'on pose 

I> , F , 

A A 

Pareillement, pour que la conique passe par C et D, il faut que 
on tire de ces équations 



donc, l'équation d'une conique passant par les quatre points donnés 
est 

aa' 



^,+X^>'H-|l-^(i + l)-^Q + -},)+,=0. 



B 
où l'on a posé = =i\. Réciproquement, toute équation de cette forme 

représente une conique passant par les points donnés. L'équation 
précédente est donc l'équation générale des coniques passant par ces 
quatre points. 

On peut encore remarquer que, toute conique du faisceau étant 
circonscrite au quadrilatère Â6CD, son équation est de la forme 

En remplaçant le paramètre arbitraire [x H — a? "^ T~i V^^ ^> ^^ 
retrouve la même équation que plus haut. 

Les paraboles du faisceau sont réelles si aa'bV est positif, c'est- 
à-dire si le quadrilatère ABGD est convexe. 

Lorsque — =: t> = o, l'équation obtenue devient l'équation géné- 
rale des hyperboles passant par A et B et dont les asymptotes sont 
parallèles à Ox et Oy] le lieu des centres est alors la droite joignant 
le point O au milieu de AB. 

Si a = a\ b= 6', l'équation représente les coniques tangentes 
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aux axes en A et B. Le faisceau ne contient alors qu'une parabole 
proprement dite ayant pour équation 



C;-f)'-Kl-f)*-"- 



466. Considérons les hyperboles équilatères passant par trois points A, B, C. 
Prenons pour axes de coordonnées le côté B€ et la hauteur correspondante 
du triangle ABC. L'équation d'une hyperbole équilatère est de la forme 

x^ — y^-h ihxy -h 2Da7-f- 2Ej^-+- F = o. 

Les abscisses des points B, G étant les racines de Téquation 

x^-\-iDx-\-¥ — Oy 

les coefficients D et F sont déterminés. L'axe des j^ coupe l'hyperbole en deux 
points dont les ordonnées sont les racines de l'équation 

— y^ -h 2 Ey H- F = o. 

Le point A étant l'un de ces deux points, l'une des racines est connue; 
mais F est donné, donc l'autre racine est aussi déterminée. On reconnaît 
ainsi directement que les hyperboles équilatères passant par les sommets d'un 
triangle rencontrent toutes l'une des hauteurs en un point déterminé qui est, 
par suite, le point de rencontre des trois hauteurs. Le seul paramètre variable 
dans l'équation générale de ces hyperboles est le coefficient B. Le lieu des 
centres a pour équation 

a7'H-^*-4- Dx — ^y = o; 

c'est le cercle des neuf points, puisqu'il passe par le pied d'une quelconque 
des hauteurs. 

Faisceau tangentiel. 

467. Deux coniques données ont, en général, quatre tangentes communes, 
comme cela résulte de la discussion du système formé par les équations tan> 
gentielles. On le voit d'une manière nette en transformant par polaires réci- 
proques. En effet, à toute tangente commune à deux coniques C, Ci correspond 
un point commun à leurs polaires réciproques G', G\, et réciproquement. 
Supposons qu'il s'agisse de deux coniques proprement dites. Si les coniques 
G', G', ont quatre points communs, les coniques G, Ci ont quatre tangentes 
communes. £n examinant tous les cas, on voit que deux coniques données 
peuvent avoir une, deux, trois ou quatre tangentes communes. 

Gela posé, si /(t^j c, (f^) = o, ^(u, p, ^p) = o sont les équations tangentielles 
des deux coniques données, l'équation 

(i) /(M, P, w) -h X^(a, p, w) = o 

représente ce que Ton nomme un faisceau tangentiel, G'est le faisceau des 
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coniques tangentes aux tangentes communes aux deux coniques données. En 
effet, si les équations des deux coniques sont vérifiées par u = Ui, v = Vi, 
w = wx\ on aura aussi, quel que soit X, f{uuVu ^i) ■+- ^g^^u ^^i» W\) = 0. 
Quand on regarde Uy p, w comme des coordonnées ponctuelles, l'équation (i) 
représente toutes les coniques passant par les points communs aux coniques 
représentées par les équations /= o, ^ = 0; donc, en coordonnées tangen- 
tielles, réquation (i) est l'équation générale des coniques tangentes aux 
tangentes communes aux coniques /et g. 

L'équation du faisceau étant linéaire en X, il y a une conique du faisceau 
et une seule tangente à une droite donnée. 

On verra, comme dans le cas du faisceau ponctuel, qu'on peut remplacer 
f tl g par deux coniques quelconques du faisceau. 

i68. Application : Équation générale des coniques inscrites à un qua- 
drilatère, — Si l'on représente ^ds f{u^ ç^w) = o le couple formé par deux 
sommets opposés a, c du quadrilatère donné et par ^(u, p, («') = o le couple 
formé par les deux autres sommets 6, d\ l'équation demandée est 

/(w, V, w) -h \g{u, V, w) = o. 

Effectivement; si l'équation d'un côté du quadrilatère, du côté ab par 
exemple, est Uia:-*- t?i^ -i- Wj = o, on a/(wi, Pi, W|) = o, puisque a6 passe 
par a et g{u\, t^i, (Vi) = o, puisque ab passe par b. La conique représentée 
par l'équation précédente pour une valeur donnée de X est donc inscrite au 
quadrilatère donné et l'on peut déterminer X de façon que cette conique soit 
tangente à une cinquième droite. 

L'équation précédente est susceptible d'une interprétation géométrique; 
elle exprime que le produit des distances de deux sommets d'un quadrilatère 
circonscrit à une conique à une tangente quelconque est dans un rapport 
constant avec le produit des distances à celle tangente des deux autres som- 
mets. On arrive aussi à cette proposition en transformant par polaires réci- 
proques le théorème de Pappus relatif au quadrilatère inscrit. 

On peut facilement obtenir l'équation ponctuelle des coniques considérées. 
Nous savons, en effet, que l'on peut représenter les quatre côtés d'un quadri- 
latère donné par les équations a-Hp-f-Y = o> a-i-P — Y = o> * — p-hY = o, 
— a-h3-+-Y = o quand le triangle de référence est formé par les diagonales 
de ce quadrilatère. Les équations des sommets en coordonnées tangentielles 
sont donc v — w = o, t'-h«' = o et u — t» = o, mh-c = o. Il en résulte que 
l'équation tangentielle demandée est alors 

Xm*-+-(i— X)p*= IV* 

et, par suite, l'équation ponctuelle sera 

469. Autre solution. — En prenant toujours pour triangle de référence le 
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triangle formé par les diagonales du quadrilatère, et en exprimant que Téqua- 
tion tangentielle du second degré est vérifiée par les coordonnées des quatre 
côtés du quadrilatère, on obtient les équations 

a -f- a' H- a'-h ib -+- 26'-*- 26'= o, 
a -H a' -h a'— 26 — 2^'-+- 26'= o, 
a -h a'-+- a' — 26 -*- ih' — 26'= o, 
a -t-a'-f- a'-4- 26 — 2Ô'— 2^'= o 



d'où 



a 



a -\- a =i o, 



6 = 6'=^>''=o. 



L'équation ponctuelle est donc de la forme 



a 



a' 



' = o. 



a 



L'un des coefficients est arbitraire : posons a' = — 1 et, par suite, a 4- a' = i , 

ce qui donne 

a* 



a 






470. La forme de l'équation obtenue montre que les diagonales d'un qua- 
drilatère circonscrit à une conique forment un triangle dont chaque sommet 
est le pôle du côté opposé. On dit qu'un pareil triangle est conjugué à la 
conique ou est autopolaire. 

On peut établir cette propriété importante par la Géométrie. 
Considérons, en effet {fig. ii3), un quadrilatère abcd circonscrit à une 

* conique et soient /n, /?, ç, r 
^^' ' les points de contact; gy h, k 

les points de concours des 
côtés opposés et des diago- 
nales du quadrilatère mpqr. 
Il est évident que le trian- 
gle ghk est conjugué à la 
conique considérée. Or, le 
point e étant le pôle de qm 
est sur la polaire de X:, c'est- 
à-dire sur gh\ il en est de 
même de /. Enfin, bd est la 
polaire de A; donc, bd passe' 
par les points k tl g\ de 
même, ac passe par k et h. Il en résulte que hk^ kg, gh sont les diagonales 
du quadrilatère abcd. 

On remarquera que, quelle que soit la conique inscrite au quadrilatère abcd^ 
les cordes de contact passent deux à deux par des points fixes; ainsi rq etpm 
passent par A, mr et pq par g et enfin qniy rp par k. Il en résulte qu'on 
peut se donner arbitrairement Tun des points de contact, m par exemple, les 
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autres, />, q, r s'en déduisent en s'appuyant sur la remarque qu'on vient de 
faire. Enfin, les deux quadrilatères abcd et mpqr sont polaires réciproques 
par rapport à la conique considérée. 

471. Lieu des pôles d'une droite fixe par rapport à un faisceau tan- 
gentiel, — En transformant par polaires réciproques le théorème du n® 465, 
nous obtenons ce théorème : 

Les pôles d^une droite fixe par rapport aux coniques d'un faisceau 
tangentiel sont sur une droite fixe. 

La solution analytique n'offre aucune difficulté. Les coordonnées du pôle 
de la droite wa-H pp -4- wy = o, par rapport à la conique /-»-X^ étant 
fl^-k- \g\t^fl -H y^glyfw -+■ ^g^wi ^^ ^^^^ l^ic" ^"C ce pôle est sur la droite fixe 
passant par les pôles de la droite donnée par rapport aux deux coniques /, g. 

En particulier, si la droite est à l'infini, on obtient ce théorème dû à 
Newton : Le lieu des centres des coniques inscrites à un quadrilatère est 
une droite, — Soient xi, ^i ; Xi^y^; x^^ y^\ a?v, y^ les coordonnées carté- 
siennes des sommets a, 6, c, d du quadrilatère donné; l'équation tangentielle 
des coniques y inscrites est 

{uxi-^-vy^-^- w)(uxz-\- vyz-^ w) h- \(ux^-\- vyt-\-w)(uxi,'^ vyK-^ w)=. o. 

Les coordonnées du centre de la conique représentée par l'équation précé- 
dente sont 

X = ^— j y = ; ->— • 

Le lieu des centres est donc la droite qui joint les milieux des diagonales. 

472. Démonstration directe du théorème de Newton. — Prenons pour 
axes de coordonnées deux des tangentes; l'équation tangentielle d'une conique 
du faisceau doit être vérifiée quand u = Oy w =i o^ et quand i' = o, (v = o; 
elle est donc de la forme 

a" w^-^ ibvw -h^b'wu-\- ^b'uç = o. 
Or on connaît deux tangentes (ui, Viy i) et {u^, Vty i), de sorte que 

a" -f- 9. bvi -+- 2 6' Ml -f- 2 6' Wi «'i = o, 
a'-h ibVf^ 2 6' Mi -H 2 Mil'j= o, 

d'où, en éliminant b'^ 

a''{uiVi — Mjpj) 4- 'xb9xVi{Ui — Ui) -h ib'u\U%{vi— fj) = o. 

Or le centre, c'est-à-dire le pôle de la droite de Tinfini, a pour coordonnées 
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h\ b,a; d'où il résulte que le lieu des centres a pour équation 
ou 

Sous cette forme, on voit que le lieu est une droite qui passe par le milieu 
de la droite joignant Torigine au point de concours des tangentes (i^i, Vi, i), 
(uj, Pi, i). En écrivant l'équation précédente sous Tune des deux formes 

ai(Pi— Pi)rn-2Mja:)-hv,(wi-— M,)(i-4- 2P|^) = o 
ou 

on voit que le lieu passe par les milieux des diagonales du quadrilatère formé 
par les quatre tangentes données. 

473. Corollaire. — Étant données cinq droites j les cinq droites Joignant 
les milieux des diagonales des cinq quadrilatères que l'on peut former 
avec les droites données se coupent en un même point qui est le centre 
de la conique tangente aux cinq droites données. 

474. Théorème corrélatif du théorème de Desargues. — En transfor- 
mant par polaires réciproques le théorème de Desargues, on obtient celui-ci : 

Les tangentes menées par un point fixe aux coniques d'un faisceau 
tangential forment une involution. Les rayons doubles sont les tan- 
gentes aux coniques du faisceau qui passent par le point donné. 

On voit d'ailleurs directement, en formant l'équation ponctuelle, qu'tV 
passe deux coniques du faisceau par un point donné. 

Coniques rapportées à un triangle autopolaire. 

475. En exprimant que chaque sommet du triangle de référence est le pôle 
du côté opposé, on trouve immédiatement que l'équation d'une conique rap- 
portée à un triangle autopolaire est de la forme 

(i) Aa«+B3î-hCY*=o. 

L'équation tangentielle est donc 

(a) _ + _ + _=o. 

On voit que si la droite (w, p, w) est tangente, il en sera de même de chacune 
des droites (d: m, ± p, ih tv), ce qui s'explique en remarquant, par exemple, 
que les équations 

aa-hPp-4- WY = o, — Ma-h pp-H wY = o, a = o, v^-Jt-w^=io 
représentent un faisceau harmonique. 
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On déduit de là une nouvelle méthode pour obtenir l'équation générale des 
coniques inscrites à un quadrilatère. En prenant, en effet, pour triangle de 
référence les diagonales du quadrilatère, ce triangle étant conjugué, toute 
conique du faisceau est représentée par l'équation (i), et les côtés du quadri- 
latère ayant pour coordonnées ( — i, rhi, ±i), l'équation (2) donne 



T I I 

Â + B^C^"- 



On achève comme plus haut. 



Théorômes de Chasles. 

476. Le point d'intersection de deux rayons homologues appartenant 
à deux faisceaux homo graphiques décrit une conique, et réciproquement. 

En effet, soient a — 0, ^ = o les équations de deux rayons d'un faisceau, et 
Y = o, = les équations des rayons correspondants d'un faisceau homo- 
graphique du premier. En disposant convenablement des coefficients de 8, 
par exemple, on peut représenter, comme nous l'avons vu (189), deux rayons 
homologues par les équations a — A:, p = o, y — ^^ = o. On obtient l'équation 
du lieu du point de concours de ces deux rayons en éliminant A: entre les deux 
équations précédentes, ce qui donne 

équation d'une conique passant par les sommets A, B des deux faisceaux 
a r= o, p — o et Y ~ o> — o) et aussi par les points (a = o, y ~ o) et 
(3 = o, 8 = o). La tangente en A. a pour équation a8' — ^y' ~ o, 8' et y' étant 
ce que deviennent 8 et y quand on y substitue 
aux coordonnées courantes celles du point A. 
Cette équation représente la droite du premier 
faisceau qui est l'homologue de BA considérée 

comme appartenant au second faisceau. Résultat V ( «."^ "...,, v5- A / 
analogue pour la tangente en B \fig, ii4)- 



Réciproquement y toute conique peut être con- 
sidérée comme engendrée par le mode précé- 
dent. En effet, soient A, B, C, D quatre points d'une conique; en représen- 
tant par a = o, [3 = o, y = o, 8 = o les équations des droites AC, AD, BG, BD 
et disposant convenablement des coefficients, l'équation de la conique peut 
se mettre sous la forme «8 — pY = ^' Sous cette forme on reconnaît qu'elle 
est le lieu du point de rencontre des droites représentées par les équations 
a — A:p = o, Y — A:8 — o, ce qui démontre la proposition. 

477. Corollaire : Description organique des coniques (Newton). — 
Soient A, B deux points fixes; un point P {fig* ii5) se déplace sur une droite 

NiEWENGLOWsKi. — G. an., 1. 28 





434 CHAPITRE XVIII. 

fixe A. On mène, pour chaque position du point P, une droite AM faisant 

avec AP un angle fixe a et une droite BM faisant 
Fig* >i5. avec BP un angle fixe p. Les rayons AM, BM dé- 

crivent évidemment deux faisceaux homographi- 

^ — -X .^/"^ ques; donc leur point de rencontre M décrit une 

conique qui passe par les points A et B. 

478. Le rapport anharmonique du faisceau 
formé en joignant quatre points fixes d'une 
conique à un cinquième point variable prùf sur la même conique est 
constant et égal au rapport anharmonique des quatre points d'intersec- 
tion des tangentes aux quatre points fixes avec une tangente variable, 

. Pour démontrer simplement ce théorème, prenons deux tangentes fixes et 
la corde des contacts pour former un triangle de référence auquel nous 
rapporterons la conique donnée. L'équation de cette conique peut se mettre 
sous la forme 

a? — ir' = o, 

a = o, p = o, Y~o étant les équations des deux tangentes et de la corde des 

contacts. Gela étant, soient Mi, M], M3, 
^*S- '^^- ^kifig' 116) quatre points de la co- 

nique. Si l'équation de BMi est a — ai y, 

celle de AMi sera B = — y. 

«1 ' 

Soient ai, as, as, a^ les paramètres 
relatifs aux points Mi, Mt, M^, M4; on a 




(B.MiMjMsMt) ^- 



a i-- a^ ai — a^ 
ai — a^ a^ — a^ 



pour calculer le rapport (A. MiM^M^M^), 
il faut remplacer les paramétres ai, o^, 
as, a^ par leurs inverses, ce qui ne change pas l'expression du rapport an- 
harmonique; donc 

(B.MiMjMsM*) - (A.MiMjMjM*). 
La tangente au point Mi a pour équation 



a— + pai— aY = o. 
ai 

Soit T| sa trace sur le côté AG; la droite BTi a pour équation x == 2atY- 

lien résulte immédiatement que (B.TiTsTsT^) = (B.MiMtMsM^). 

479. GoROLLAiRE. — Une tangente mobile détermine sur deux tangentes 
fixes à une conique deux divisions homo graphiques. 
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Ce résultat) évident géométriquement, se déduit aisément de Téquation 
tangentielle d'une conique tangente au\ ax.es Ox, Oy, Cette équation est, 
en effet, de la forme 

a'tv*-f 'îbvw -4- 'ib' wu -^aô'MP = o. 
Si l'on remplace u par -j v par ^ ^^ ^ P^^ — *> * ^' P ^^^^ Tabscisse et 

fX. p 

l'ordonnée des traces sur les axes de la droite définie par l'équation 

X y _ . 
a (1 

l'équation précédente devient, par cette transformation, 

ce qui démontre la proposition. Pour que la conique soit une parabole, il 
faut que a'— o; dans ce cas, la relation entre a et ^ se réduit à 

ôa-^6'p-6''^o; 

elle exprime, comme on le vérifîe aisément, qu'une tangente mobile à une 
parabole divise en segments inversement proportionnels les longueurs de 
deux tangentes Oxes, ces longueurs étant comptées depuis leur point de 
concours jusqu'à leurs points de contact, ou encore, l'équation de la corde 
des contacts de la conique relativement aux axes étant bx-^b'y — b'' = o, 
la condition relative à la parabole exprime que la corde des contacts des 
deux tangentes Ox, Oy passe par le quatrième sommet du parallélogramme 
dont les trois autres sommets sont les points de concours des tangentes fixes 
et de la tangente mobile, et cette condition est nécessaire et suffisante pour 
que la conique soit une parabole. 



EXERCICES. 

1. Si trois coniques ont un triangle autopolaire commun, leur jacobien se 
réduit à trois droites. 

â. Trouver le lieu du pôle d'une droite fixe par rapport aux coniques d'un 
faisceau ponctuel. 

3. Enveloppe de la polaire d'un point fixe par rapport aux coniques d'un 
faisceau tangentiel. 

4. Exprimer que Aa'-f- Bp*-f- Cy'= o représente une hyperbole équilatère. 

5. Lieu du pôle d'une droite fixe par rapport aux hyperboles équilatères 
conjuguées à un triangle donné. 

6. Toute parabole conjuguée à un triangle donné est inscrite au triangle 
avant pour sommets les milieux des côtés du premier triangle. 
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7. Si deux triangles sont conjugués à une môme conique, leurs sommets 
sont sur une conique et leurs côtés sont tangents à une autre conique, et 
réciproquement. 

8. Trouver l'enveloppe des axes d'un faisceau ponctuel de coniques. 

9. Trouver l'enveloppe des asymptotes d'un faisceau ponctuel de coniques. 

10. Par quatre points formant un quadrilatère convexe on peut faire pas- 
ser deux paraboles; un cinquième point détermine, avec les quatre premiers, 
une hyperbole s'il est intérieur ou extérieur aux deux paraboles; une ellipse, 
s'il est intérieur à l'une et extérieur à l'autre. 

11. Étant donné un triangle conjugué à une ellipse, on lui circonscrit un 
cercle; prouver que la tangente menée à ce cercle du centre de l'ellipse esi 

égale à sja'^ -h b^. 

12. Etant donnée une ellipse inscrite à un triangle, on trace le cercle con- 
jugué à ce triangle; la tangente menée du centre de l'ellipse à ce cercle a 

pour longueur y-^a*-:- 6*. 

13. Un triangle est inscrit à une conique; deux de ses cotés passent par 
des points fixes : enveloppe du troisième côté et lieu de son pôle. 

14. Etant données une conique et deux tangentes à cette conique, on joint 
deux points fixes aux points d'intersection d'une tangente mobile et des deux 
tangentes fixes : lieu du point de rencontre des droites obtenues. 

li>. Étant données deux coniques bitangentos C, C, on mené une tangente 
fixe T à la conique C; par un point variable V pris sur cette niomc conique on 
mène des tangentes à G et, par les points où elles rencontrent T, on mène <le 
nouvelles tangentes à C; lieu de leur point de rencontre. 

16. Etant données deux coniques C, C, on mène une tangente à G et, par 
les points oii cette droite rencontre G', on mène de nouvelles tangentes à C, 
lieu de leur point de rencontre. 

17. Soit y-hX^ = o l'équation d'un faisceau; si Ton considère les 
polaires d'un point M par rapport à quatre coniques du faisceau qui corre^> 
pondent aux valeurs Xt, Xj, X3, X^ du paramètre, le rapport anharmonique du 
faisceau formé par ces quatre polaires est indépendant de la position du 
point M. 

18. La conique K ayant pour équation [i^ — 4aY~o est l'enveloppe des 
droites définies par l'équation a m*-:- pm -+- y ~ o. Les tangentes issues d'un 
point M («', p', y') correspondent aux valeurs de m qui sont les racines de 
réquation a'/n*-i- p'm — y' == o. En nommant p, pi ces racines, on a 



a' 
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On peut regarder p. pi comme des coordonnées de m (G. Darboux). Dans ce 
système, la conique K a pour équation (p — pi)2 = o et une conique double- 
ment tangente à K a une équation de la forme Appi -+- B p H- G pi -4- D = o. Si 
B = G, cette équation représente une droite. 

19. Trouver le degré d'une courbe déterminée par une équation algé- 
brique /(p, pi) = o. On distinguera deux cas suivant que l'équation donnée 
est symétrique ou non par rapport à p et pi. 

20. Si une courbe d'ordre n passe par l'intersection des deux faisceaux de 

n droites Ai, A^, . . ., X„; Bi, Bg, . . ., B» tangentes à K, son équation est de 

la forme 

Al As •..A/i=ABi Bj. • «B/i I 

en posant 

A/= %af-i- ^ai~^ = a {ai— p) (ai— pi), 

B| = a 6? -r- p 6/ -4- Y = a ( ^»/— p ) ( 6/— p 1 ) 
et si l'on fait 

ç(p) ^(p — a,)(p — a2)...(p— «n), 

<Kp) --^v/^(p — ^i)(p — ôî)...(p — 6«), 
réquation prend la forme 

^(?) ?(Pi/ 
Montrer qu'on peut la mettre sous la forme 

où l'on a, m étant arbitraire, 

^ ( u) = m<^ (u) -r- n^ {u ), ^(u) = m^ (u) -h nfo{u). 

Kn conclure ce théorème : Si une courbe d'ordre n passe par les n^ points 
dUniersection de deux faisceaux de n tangentes à la conique K, elle 
contient une infinité d^ autres systèmes de n^ points formant les intersec- 
tions de deux faisceaux de n tangentes à la conique K. 

21. Quand une courbe d'ordre n contient tous les sommets d'un polygone 
de 71 -4- I côtés tous tangents à une conique, elle est circonscrite à une infînité 
d'autres polygones de nn- i côtés, formés avec d'autres tangentes à la même 
conique. 

22. Étant donnés deux polygones, l'un de m, l'autre de n côtés (/i^/n) cir- 

. , , . . , m(m — i) n{n — i) 

conscrits a une même conique, on peut toujours, par leurs — 



2 1 

sommets, faire passer au moins une courbe de degré m — i qui sera circon- 
scrite de la même manière à une infinité d'autres polygones de m côtés 
circonscrits à la conique. 

23. Étant donné un polygone formé de n -f- 1 droites A, Ai, As, . . . , A„ et 
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inscrit à une conique C, pour tout point de la conique il y aura entre les 
polynômes A, Ai, ...,Aa qui, égalés à zéro, représentent les côtés désignés 
par les mêmes lettres, une relation de la forme 

Cf. (7i Ofi 

A Al \a 

24. Deux sommets d'un triangle décrivent les deux courbes /(p, pi) = o, 
o(p,pi) = o; trouver le lieu décrit par le troisième sommet de ce triangle, 
sachant qu'il est circonscrit à la conique K. 

2o. Si deux coniques sont tellfcs qu'il existe un polynôme inscrit à l'une et 
circonscrit à l'autre, il y aura une infinité de polynômes jouissant des mêmes 
propriétés. (Poncelet.^ 

Les exercices 47-25 sont empruntés à l'Ouvrage de M. G. Darboux, ayant 
pour titre : 5a/' une classe remarquable de courbes et de surfaces algé- 
briques (Paris, Gauthier-Villars, 1873). 



CHAPITRE XIX. 

THÉORIE DES FOYERS. 



480. Nous avons défini l'ellipse comme étant le lieu des points 
dont la somme des distances à deux points fixes, appelés ybj'er^, est 
constante et nous avons vu que si l'on prend pour axe des x la 
droite passant par les foyers et pour axe des y la perpendiculaire 
menée au milieu de cette droite, les rayons vecteurs MF, MF' sont 
donnés par les formules 



a a 



X désignant l'abscisse du point M de l'ellipse. Si l'on fait une trans- 
formation de coordonnées, ces expressions linéaires se transfor- 
meront en expressions du premier degré par rapport aux nouvelles 
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coordonnées du point M. Cette remarque justifie la définition sui- 
vante des foyers, due à Euler : 

On nomme foyer d^une conique un point fixe F, situé dans le 
plan de cette conique^ et tel que la distance p d^un point quel- 
conque M (;r, y) pris sur la courbe au point F soit une fonction 
linéaire des coordonnées x^ y du point M, de sorte que 

(i) p = \lx -r- my -\- h\. 

Cette définition, évidemment indépendante des axes de coor- 
données rectilîgnes auxquels la conique est rapportée, peut être 
transformée en une autre exprimant une propriété géométrique. En 
effet, la distance S du point {x^y) à la droite D, représentée par 

l'équation 

Ix -T- my -r- h = Oj 

est donnée par la formule 

, ^ ^ \lx -^ my -h h\ sinb 

( '0 ô = -^ __ .r- — . y 

//* H- /w' — 2 /m cos 6 

désignant Tangle des axes de coordonnées. 
Donc, si l'on pose 

i/^* H- m* — 2 /m cos 6 

(3) e— T—r , 

les formules (i) et (2) donnent 

(4) P = cS, 

d'où il résulte que le rapport des distances du point M au foyer F et 
à la droite D est constant. La droite D se nomme directrice et l'on 
peut donner la définition suivante : 

On appelle foyer et directrice d'une conique un point fixe et 
une droite fixe tels que le rapport des distances d^ un point quel- 
conque de la conique à ce point et à cette droite soit constant. Le 
rapport constant se nomme ^excentricité relati{?e à ce foyer, 

11 convient de faire remarquer que ces deux définitions sont équi- 
valentes, ce qui sera prouvé si Ton fait voir que la formule (4) en- 
traîne la formule (i). Or, si Ton désigne par Aa: -f- Bj^ -h C = o 
Téquation de la directrice correspondante au foyer F, on a, en vertu 
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de (4), 



et, par suite, 
en posant 



I A.r-hBr-4-CIsinO 

p = e ^_ -^= — 

(AxH-Br-^C)sîn6 



ix -r my -I- h :z e 



/A«-r-B*— aABcosO 



Dès que l'on connaît Texpression du rajon vecteur en fonction 
des coordonnées {x^y) d'un point M de la courbe, l'équation de la 
directrice est connue; si l'on suppose 

p = I /a: -f- my -^ liK 

l'équation de la directrice correspondante est 

l\ -+- m Y -»- A — o, 

X, Y étant les coordonnées courantes. 

11 résulte de ce qui précède que, si a, ^ désignent les coordonnées 
d'un foyer d'une conique, l'équation de cette conique sera de la 
forme 

(5) (.T — a)*-H (^ — P)'-+-2(a? — ac)(y--p)cos8-- ilx -^ my -^ h)' = o 
et, si les axes sont rectangulaires, 

(5') (^ — a)*-^(r- ?y—(l^-^my^hy^o. 

Cette équation (5) ou (5') se nomme V équation focale de la 
conique. 

-iSl. On peut mettre l'équation focale sous la forme suivante : 

(6) (a?--a)*4-(^— P)*-i-2(a: — aXj^— P)cos8 — c*[2rcos<p-i-^cos(6 — <p)— A:]« = o. 

Le discriminant du groupe homogène des termes du second degré 
est égal à (i — <?*) sin^O. Donc l'équation (6) représente une ellipse, 
une hyperbole ou une parabole, suivant que l'on suppose «<^i, 
e> i ou e = 1 . 

482. Cherchons si une conique peut passer par l'un de ses foyers. 
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L'équation (5) prouve que, s'il en est ainsi, ce foyer est sur la direc- 
trice correspondante; et, par suite, en supposant les axes rectangu- 
laires, l'équation focale est 

(a;-a)2-i-(>-p)»=[/(a:-a)-4-m(7-p)]» 

et représente deux droites passant par le point (a, p). 

On voit ainsi qu'un système de deux droites concourantes a pour 
foyer le point de concours de ces deux droites, la direction corres- 
pondante étant l'une quelconque des bissectrices de leurs angles. 

Une conique proprement dite ne passe par aucun de ses foyers. 



Recherche des foyers d'une conique. 

483. Première méthode. — On identiûe l'équation de la conique 
donnée avec l'équation focale. Appliquons cette méthode à l'ellipse 
rapportée à ses axes de symétrie. 

il s'agit d'identifier les deux équations 

{1} (^ — a)*H-(^ — ^y— ilx -{- my -^ h)^^o. 

L'équation (i) manquant de termes en xy^ x^y, il doit en être de 
même de l'autre équation ; donc //n = o, a-T-/A = o, fi-H mh = o. 

La première de ces équations se décompose : soit d'abord m = o 
et, par suite, P = o; on doit, pour identifier (i) et (2), poser 

aî(i- /*) = 6*= A* — a«, 
d'où l'on tire 



/« = 



a» 



Supposons a>6 et posons a^ — b^=C'; on aura 1^=-- ou 

l=± ^; ensuite, aL = -^ Ih et h^{i — P) = a^ {i-^ fi), d'oiih^z=a^ 
et, par conséquent, A = ea et ol = — tla. On voit qu'il suffit de 
poser / = -I — ; d'ailleurs, Ix -h h n'entrant qu'au carré dans l'équa- 
tion (2), on peut supposer /^ o. 
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Nous avons ainsi obtenu deux solutions : 



i = -, 



a 



m — o, h — — a, a = "h c, P = o, 



'}^ /' = " > m' — o, h' = -r- a, a' = — c, 6' — o, 

ce qui donne deux foyers réels sur le grand axe et deux directrices 
correspondantes parallèles au petit axe. L'excentricité est la même 

pour ces deux foyers et égale à - • 

En posant l = o, on aurait trouvé, par un calcul analogue, deux 
nouvelles solutions : 



3* /" rr^ o, 



i" r = o, 



m' = 



jn 



Cl 



Cl 



m - -gy 



h' ^- h. a'=o. p'-~ci, 



Cl 



Fig. 117. 



l'excentricité correspondante c'= t est imaginaire. En résumé, on 

a obtenu quatre foyers : deux réels sur le grand axe et deux imagi- 
naires sur le petit axe. Ces quatre foyers sont les sommets d'un qua- 
drilatère dont les côtés sont les droites isotropes issues des deux 
foyers réels. 

484. Construction des foyers et des directrices de l^ ellipse. — 
f^e cercle ayant pour centre le sommet B du petit axe {fig^ 1 1 7) et pour 

rayon a coupe le grand axe de l'ellipse 
en deux points qui sont précisément 
les foyers réels. La directrice corres- 
pondant au foyer F (c, o) a pour équa* 

tion - — a = o; pour construire cette 

droite, il suffit de prendre sur le petit 
axe OC = a et de mener CD perpendi- 
culaire à CF'; le point où CD rencontre 
le grand axe est le pied de la directrice. 
On peut remarquer que CD est tangente à l'ellipse en un point £ 
ayant même abscisse que le foyer F; en effet, les coordonnées du 

point E sont o: = c, j^ = — ; la tangente en ce point a pour équa- 
lion ~ -i- — = I, elle ne diffère donc pas de CD. 
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485. Expression des rayons vecteurs. — On trouve 

MF = ;/ar-t-A 1 = 



ex 




ex 




— a 


— a , 


a 




a 



MF' = : r ar -- A' ; = — -h a ' = a -f- — ; 

'ai a 

* ■ 

on retrouve ainsi Téqualion MF -h MF'= 2 a. 

486. Deuxième méthode. — So'xl f{x^ y) =. o Téquation d'une 
conique rapportée à deux axes de coordonnées d'angle 0. 

Si a, p sont les coordonnées d'un foyer, l'équation de cette co- 
nique pourra être identifiée à l'équation 

(a; — a)*-T-(j^— P)*-t- 2(ar — a) (7 — P)cos6 — {Ix -^ my -+- A)* = o; 

on pourra donc trouver une constante X telle que 

f{x,y) E- X [( j: — a)2 -r- (^ - p )« -h 2 (x- - a) (7 - p ) cos — {Ix -^my-+- A)«], 
ou encore 

Le premier membre de cette identité doit donc être un carré parfait 
et, en le divisant par — X, on aura le carré du rayon vecteur. 

Appliquons cette méthode à l'hyperbole rapportée à ses axes. Il 

s'agit d'exprimer que ~ — ~, — i — ^[(^ — *)'+(>^ — P)^] ^^t 

un carré parfait. Cette expression ne contenant pas de terme en xy 
est nécessairement le carré d'un binôme du premier degré en x 
ou en y et par suite ne doit renfermer qu'un seule des deux let- 
tres X ou. y. Supposons qu'elle soit fonction de x; alors il faut 

que l = -^^y^ = o et que a:^ |^- 4- ^ j - 2 -^- + ^, - i soit 

un carré parfait. En exprimant qu'il en est ainsi, on trouve 
a^=a^-}-6*. Par conséquent, si l'on pose a^-]-b^=:c^, on a 

a =: ec; en outre, le carré obtenu étant égal à t-j (— — £«) > on 
peut écrire les formules suivantes 

c c 

a = 6c, S = o; /=--, m — o. h= — ta, e= > 
^ a . « 

On obtient les autres solutions en posant X= —y a = o, ce qui 
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donne p = zt ci. Donc, comme l'ellipse, l'hyperbole a deux foyers 
réels et deux foyers imaginaires. 

487. Construction des foyers et des directrices de l'hyper- 
bole, — Soient A, A' les sommets 
réels d'une hyperbole {fig- ii8); 
la tangente en A rencontre l'une 
des asymptotes en C ; AC = 6 et 




OC = v/a=»-f-62 — c. On obtient 
donc les foyers réels F, F' en ra- 
battant OC sur l'axe transverse 
AA'. Si l'on abaisse du foyer F une 
perpendiculaire FE sur OC, on a 
OE = OA; donc, si l'on nomme D la projection de E sur OA, on a 

OD = — ; la droite DE est donc la directrice relative au foyer F. 

On obtiendra de la même façon la seconde directrice. 



488. Expression des rayons vecteurs. — Soit M un point de 
l'hyperbole donnée ayant une abscisse positive; on a 



MF = I ai; 

a 



ex 



or, pour la directrice ayant pour équation - — a = o, la région 
positive est celle des x positifs ; donc 



On a pareillement 



et par suite 



a 



a 



MF -MF^aa. 



Soit M' un point situé sur l'autre branche et ayant par suite une 
abscisse négative; on obtient 



M'F^a-^"^, 
a 



M'F'r=-a- 



cx 
a 



et 



M'F--M'F'=2a. 
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489. Foyers de la parabole rapportée à son axe et à la tan- 
gente au sommet, — Déterminons "k de manière que l'expression 
y'^ — Qipx — A[(a: — cl)'-\- [y — p)^] soit égale à un carré parfait. 

Pour qu'il en soit ainsi, il faut poser )^=: i, ^ = o et exprimer 

que QLpx -^- {x — a)^ est un carré, ce qui donne cl=~' Le carré est 
alors (j^-T-~) ' On en conclut que la parabole a un seul foyer, ayant 
pour coordonnées a=^i ^ =:r o. La directrice correspondante a 
pour équation x ^ — = o. Le rayon vecteur du point M(Xy y) a 
pour expression j; -H ^ et l'excentricité <? = i . 



490. Formules générales. — En posant ^ = a -h X, ^ =^ P -r Y, 
l'expression 

(0 /(^, 7) --H(^ ~ ^r-^ir _ p )«+ 2(^7 - a) (y - 3) cosO] 

devient 

/(a, P) -r- X/i4- Y/p -+- o(X, Y) _ X[X*-t- aXYcosO -^ Y»]. 

Nous avons vu que, si/{x,y) = o représente une conique véritable, 
/(a, P) est différent de zéro, si a, ^ sont les coordonnées d'un 
foyer; donc si l'on rend Texpression précédente homogène, il 
suffira d'exprimer que 

(•2) Z2/(a, p;H-Z(X/a-^Y/[i)--cp(X, Y)-X[X»^2XYcosO-i-Y*] 

est le carré d'un binôme du premier degré en Z, quels que soient X 
et Y, c'est-à-dire que 

(X/;-+-Y/p)«-4/(a,p)[(A-X)X«-i-(C-X)Y2-^'2(B-XcosO)XY]E^o.' 

D'où 

( /;' = 4(A-X)/(a,p), 
(3) /p* = 4(G-X)/(a,?), 

(/i/p=-4rB-Xcose)/(a,P). 

En égalant entre elles les valeurs de A y (a, p) tirées de ces équa- 
tions, et remplaçant a et P par x et y, on obtient pour déterminer 



446 CHAPITRE XIX. 

les coordonnées des foyers de la conique donnée, les équations 

(4) 4A/(x,y;-/;»^=4C/(^,:K)-/;'= ^— ^P^-^"- 

On peut écrire ces équations de cette manière 

(5) I 4(B-Acose)/(:r,>')--=/i/;-/i«cosO, 

On déduit des deux dernières 

(B - G cosO)/i» - r A - C)f'^f'y-. ( A cosO - B)/;» r o, 

c'est-à-dire l'équation du faisceau des axes de symétrie de laconique. 
On voit ainsi que les foyers sont situés sur les axes de la conique. 
Enfin, chacune des équations (5) représente une hyperbole équila- 
tère. Ces hyperboles ont mêmes centres. Quand les axes sont rectan- 
gulaires les équations précédentes deviennent 

^ ^ ) 4B/(:r,^) =/;/;. 

On peut encore remarquer que les valeurs de X tirées des équations (3) 
sont des racines de l'équation en S, ce qui se reconnaît d'ailleurs en remarquant 
que, si le polynôme (i) est carré parfait, il en est de même de l'ensemble des 
termes du second degré de ce polynôme. 

491. Les équations (6) appliquées à l'équation 

Ax'-4- Cy^-'\ — o 

donnent 

AG(^* — 5r') — A — G =r o, xy =r-. o. 

En particulier, si A ~ -^j G = %-> on trouve les solutions suivantes : 

jr = Of X = ±: \Jb^— a* et J7 = o, y — '^ ^à^— 6*. 
Ainsi, en supposant W^b, l'ellipse imaginaire ayant pour équation 

x^ y* 

a deux foyers réels sur l'axe des y et deux foyers imaginaires sur l'axe des :r. 
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Cercles focaux. 

492. Proposons-nous de déterminer tous les cercles de rayon donné R, 
bitangents à une ellipse donnée. Pour que les équations 

(9.) {X -a)*-+-(7— ?)*— R«=.-o 

représentent deu\ coniques bitangentes, il faut et il suffit qu'on puisse mettre 
Téquation (1) sous la, forme 

(3) {oc — 9.)^-\-(y— p)*— R«-- {Ix-^my-^ hy = o. 

En suivant l'une quelconque des méthodes précédentes, on trouve les solu- 
tions suivantes : 



1' 



/ R* 
p = o, a = £c4/ i — -v^; en outre, la corde des contacts correspondante 



a pour équation 



c ^ / "R« 

-X — e,ai/ I — TT = o. 
a y à* 



R« 



2* a = o, p — scii/ I j et la corde des contacts a alors pour équation 

-rX — 80|/ — r- — 1 = 0. 

o y a^ 

Considérons deux cercles focaux ayant leurs centres sur Tun des axes, 
par exemple sur le grand axe : l'équation de l'ellipse peut s'écrire de l'une 
des deux manières suivantes : 

(x — a)*-+-^'— R*— (-37-1-^1 — o, 

(a? — a')«-i-^*— R'«- (-x-hh'YT- o. 

En appelant t et /' les longueurs des tangentes menées d'un point M de 
l'ellipse à ces deux cercles, d et d' les distances du même point aux cordes 

c c 

de contact, on a ^ = -d, t* — —d\ d'où il résulte qu'en nommant 8 la dis- 

tance des deux cercles de contact, si M est compris entre ces deux cercles, 

on a i-H ^'= -8, et, si M n'est pas compris entre ces droites, i — t* — —8. 

Remarquons maintenant que, si R tend vers zéro, les centres des cercles 
focaux ont pour limites les foyers de l'ellipse. On est ainsi conduit à une 
nouvelle définition des foyers. 
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Nouvelle déânition des foyers (Plûcker). 

493. On nomme foyer d'une conique le centre d'un cercle de 
rayon nui bi tangent à cette conique. 

Pour justifier cette définition, il suffit de remarquer que réqualion 

représente une conique bitangente au cercle de rayon nul ayant 
pour centre le point (a, P). Or cette équation peut aussi bien 
s écrire 

[x- - a- - i{y -- P)] [a? — a — i{y — P)] — (/a?-^ my -h A)*= o. 

On peut donc dire qu'un foyer d'une conique est un point d'où 
l'on peut mener à cette conique deux tangentes isotropes. La direc- 
trice, étant la corde des contacts de ces tangentes, est la polaire du 
foyer correspondant. Cette nouvelle définition a l'avantage de con- 
venir à une courbe plane quelconque. 

On peut mener à une courbe algébrique de classe {jl, {jl tangentes par 
chacun des points cycliques. Les [i tangentes issues de l'un des points 
cycliques rencontrent les {jl tangentes issues de l'autre en fx' points qui sont 
des foyers, dont fi sont réels. 

En particulier, toute conique a quatre foyers qui sont les sommets d'un 
quadrilatère dont deux côtés ont pour coefficient angulaire i, le coefficient 
des deux autres étant égal à — «, pourvu que Ton suppose les axes de coor- 
données rectangulaires. En nommant F, F' les foyers réels et cp, ^' les foyers 
imaginaires, les droites Fop, F'(p', par exemple, ont pour coefficient i; elles 
sont donc orthogonales et, par suite, constituent une hyperbole équilatére; 
pareillement pour F (p' et F' (p; d'où il suit que toute conique passant par 
les foyers d'une conique donnée est une hyperbole équilatére. La parabole 
étant tangente à la droite de l'infini, on voit que cette courbe n'a qu'un 
foyer à distance finie. 

Remarquons encore qu'une tangente isotrope est aussi une normale iso- 
trope; donc, les foyers d'une courbe plane sont aussi des foyers de toutes ses 
développées et de toutes ses développantes. 

La définition des foyers que nous venons de donner n'est pas équivalente à 
la définition d'Ëuler, quand la conique dégénère en une droite double. 

494. Applications, — i*' L'équation du faisceau des tangentes, issues du 



TBÉORIB DES FOYERS. 4^9 

point {ay P), à la conique ayant pour équation /(o?,^) = o étant 

4/(^,J^)/(a,P)-(^/«-i-r/? + ^/;)'=o^ 

on exprime que ce faisceau est isotrope en écrivant qu'il est du genre cercle; 
on retrouve ainsi les équations des hyperboles focales. 

2** Si dans l'équation^ = mxdz y/a* m* -t- 6* on pose m =dzi, on obtient 
y z=±:ix±ci; ces quatre droites se coupent aux points a=dbc, p = o 
et a = o, p =± et. On retrouve ainsi les foyers de l'ellipse. 

3° En posant m = i, l'équation j^ = mx -h -^ devient y = Ma? — — ); 

qui prouve que le point f — > o j est le foyer de la parabole ayant pour équa- 
tion^' — 7.px — o, les axes étant rectangulaires. 

4° Considérons une parabole rapportée à un diamètre et à la tangente à 
l'extrémité de ce diamètre, étant l'angle de ces deux droites. Soit j^' = ip' x 
l'équation de cette parabole. Le coefficient angulaire d'une droite isotrope 
étant — cos0 + esin6, si l'on remplace m par cette valeur dans l'équation 

d'une tangente j^ = ma: -h -^ » on obtient 



ce 



y =. — cos 



6(x-H£.')-H«sine(.-Ç'); 



le point réel de celte droite, c'est-à-dire le foyer, a pour coordonnées 

P' 
X — ~ > r = — P cos 6 . 

5° L'équation d'une hyperbole rapportée à ses asymptotes étant 

c» 

le faisceau des tangentes issues de (a, p) a pour équation 

Écrivons que l'équation 

xy {i%^ j — (^j? -t- ax)'= o 

r'-hïarj'CosO -h j'* = o, 

a«=P»=.î — , 

^ cos 6 

C2 



est identique à 
ce qui donne 



d'où 



P = ea, a' = 



2(cos6 4- i) 
NiEWENGLOWSKi. — G, an,, \. 29 



45o CHAPITRE XIX. 

On aura les foyers réels en supposant s =+ 1, ce qui donne 



2C0Si 6 

Les directrices correspondantes sont défînies par les équations 

±(x-hjy) — ccos J 6 = o. 

Le carré de la distance d'un point (x^y) de la courbe à un foyer réel étant 
évidemment égal à (ar-h^ — ccos^Ô)*, Texcentricité a pour valeur 



/•i — acosô I 

ou 



sinO cos^ 

Si les axes de Thyperbole sont a et bj on sait que tang|0 = -» d'où 

coslO = — ; on retrouve ainsi e — —• 
* c a 

49o. Exprimer qu'une droite (Uy v, w) est directice d'une conique ayant 
pour équation /{Xf y) = o, — L'équation du faisceau des tangentes menées 
à la conique / par les points où elle est rencontrée par la droite (u, p, tp) 
est 

/(Xyy)F{Uy i^yw)^\{ux'hvy-h w)^=o; 

il suffît d'écrire que cette équation représente un faisceau isotrope, ce qui 
donne les conditions 

AF (UyVjW) — Am'= CF(w, v.w) — lv^= ■ — ; 

' cosO 

quand les axes sont rectangulaires : 

(A — C)F(Uy p, w) = A(aî — ('«), 

BF(w, Vy w) = Amp, 

d'où l'on tire 

A — G _ M» — <>« ^ 

B~ "" uv ' 

cette dernière équation exprime que la droite donnée est parallèle à un axe 
de la conique. 



Foyers des coniques rapportées à des coordonnées tangentielles. 

496. Trouver les foyers d'une conique dont on donne l'équation tan- 
gentielle. — Soient a, p les coordonnées d'un foyer F; une droite passant 
par ce point ayant pour équation 

M^a? — a)-i-t?(^ — p) = o, 
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on obtient les directions des tangentes issues de F en remplaçant w par 
— (ua + v^) dans Téquation tangentielle de la conique, ce qui donne 

a a* -h a' (^* -H a''{ua-hç^)^ — ibv{uoL-{-i>^) — 2b'u(uoL'hv^)--¥'2b''uv = o 

Le point (a, p) sera un foyer si l'équation précédente est identique à 

M*-t- P* — 1UV cos6 = o, 

ce qui donne les conditions 

(i) a'aî— 26'aH-a==a'B«— a63-+-a'= *- ^ , 

et si les axes sont rectangulaires 

^'^^ j a''ap-^a-6'PH-6'=o. 

Si a'= Of ces équations se réduisent au premier degré. 
Si a' ^ o, on pourra mettre ces équations sous cette forme 

{a'oL — b'y—ia'^ — b)^=a''(a'— a) -4- 6'*— 6«, 
(a'a — 6')(a'p — 6)=66'-a'6% 

et prendre pour inconnues a" a — b' et a'f — 6; on a ainsi à résoudre un 
système de la forme a?'— j^' = A, a;y = A'. 

4-97. Equation tangentielle générale des coniques ayant pour foyer 
V origine des coordonnées. — En écrivant que les droites ayant pour équa- 
tions ^ -t- t27 = o, y — 107 = o (axes rectangulaires) sont des tangentes, ou 
encore en exprimant que les hyperboles focales (2) passent par l'origine, on 
obtient les conditions a = a', b" — o. L'équation demandée est donc 

(3) a(M*-f- t»*)-!- a"»»*-!- 2 6pM'-t- 26'ww = o. 

On voit que cette équation représente le faisceau des coniques tangentes 

au quadrilatère IJOF, I, J désignant les points cycliques et F le point ayant 

pour équation 2 6' i* -+- 2 6c -4- a" = o et qui est le second foyer réel. Le centre 

ayant pour coordonnées b\ 6, a'', on devait bien trouver pour coordonnées du 

' second foyer F : 26', 26, o^ , 

On peut mettre l'équation (3) sous une forme remarquable. Observons 
d'abord qu'on doit supposer a ^ o; par suite, on peut écrire 

/>* 

^Of ^ot —r étant des constantes que nous allons déterminer. 

Remarquons d'abord que la polaire de l'origine est définie par les équa- 
tions /„= o,/J= o ou a — «0^ = 0, V — ç^w=o\ donc, la directrice a 
pour équation «o^ph- PqJ' -+-i = o, ce qui définit les constantes «o, t^o» En 
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P'i'o 


.,f . P'"^ 


V/«Î -H i>î 


y =_£__£ , 



second lieu, cherchons les points de rencontre de la conique et de la paral- 
lèle à la directrice menée par le foyer. L'équation du n^ 433 nous donne, en 
posant w = Mo> «^ = ^^o» w = o> 

("î-t-t'o) (" — "o «')' + (»'— «'o«')* — ^ — [i/o(w_Mo«')-|-Po(t» — f'ow)]*=o, 

c'est-à-dire 

11^ -+- v^ 

Les coordonnées des points d'intersection sont donc 

et, par suite, a?'«-H^'* = /?*. Il en résulte que p est la longueur de la demi- 
corde perpendiculaire à l'axe focal, c'est-à-dire le /^ara/nè^re 6?e laconique. 

Équation générale des coniques homofocales à une conique donnée. 

498. Si l'on représente par PQ = o l'équation tangentielle d'un système de 
deux points et par ¥{u,Vyw) = o l'équation tangentielle d'une conique, 
l'équation du faisceau des coniques inscrites au quadrilatère formé par les 
tangentes à la conique donnée, issues des points P, Q, est 

F(w, p, w)-f-XPQ = o. 

Si les points donnés sont les points cycliques, cette équation prend la forme 

(i) F(m, V, w) H- X(fi*-+- v^) = o. 

D'ailleurs, si a? -i- ly + iï' = o est une tangente isotrope de la conique F, 

cette droite sera évidemment aussi tangente à la conique représentée par 

l'équation (i). Donc, pour toute valeur de X, cette équation représente une 

conique homofocale à la conique donnée; on peut en outre déterminer une 

valeur X' de X telle qu'une droite non isotrope ({^1,1^1, (Vi)soit tangente à la 

conique (i); donc, si l'on considère une conique G homofocale à la conique 

donnée et si l'on suppose que la droite {uiyS?i^wi) soit tangente à G, la 

conique G' représentée par l'équation (i), dans laquelle X est remplacé par X', 

et la conique G auront mêmes foyers et une tangente commune, c'est-à-dire 

cinq tangentes communes; donc l'équation (i) peut représenter toute conique 

homofocale à la proposée; c'est donc hien l'équation générale demandée. 

L'équation 

(a'-hX) a«4-(6'4- \)v^— w^= o 

est l'équation générale des coniques homofocales à l'ellipse représentée par 

a« ^ ^« 
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donc, en coordonnées ponctrielles, Téquation des coniques homofocales à la 
proposée est 



a» 



ce qui est d'ailleurs évident. 



^»-i-X 



— 1 = 0, 



499. L'équation générale des coniques homofocales à la conique représentée 
par Téquation générale /(a?, ^) = o est 



a-4- 


X 


h' 


b' 


X 


b' 




a'4-X 


b 


y 


U 




h 


a' 


z 


X 




y 


z 






= 0, 



ou, en développant, 

X*-+- X[a''(j7*-+-j^*) — ib'x — *iby->ra-\'a!\-\- /{x^y) = o. 

Il passe donc, par chaque point du plan, deux coniques homofocales à la pro- 
posée. L'enveloppe de ces coniques étant évidemment formée par leurs tan- 
gentes communes, l'équation 

[a''{x^-^jr^) — 7.b'x— aôj^ -4- a -+- a']*— i^/ix^y) = o 

représente les quatre tangentes isotropes. Par suite, si a, ^ et a', ^' sont les 
coordonnées des «foyers réels de ces coniques, l'équation précédente pourra 
se mettre sous la forme 

[(a?-a)«+(^-p)«][(a?-a')»+(r-P')'] = o. 

On peut donc trouver les foyers en appliquant la méthode de Descartes 
pour déterminer les diviseurs du second degré d'un polynôme du quatrième 
degré. 

On peut procéder autrement. L'équation (i) représente un couple d'om- 
bilics du faisceau si le discriminant du premier membre est nul; ce qui 

donne 

8X«-h(A-+-G)AX-t- A*=o; 

en désignant par X' l'une quelconque des racines de cette équation, on aura 
donc 

F(a, p, jv)-HX'(a*-l- f«) = (aa -h P(^-+- Yw)(a'a + p'p-+- y'»»); 

les coordonnées des foyers correspondants sont-> - et -,> ^« 

ï Y Y ï 
Si cp(a, i', fv) = o est l'équation des points cycliques dans un système de 

coordonnées trilinéaires, la même méthode permettra de déterminer les 

foyers de la conique ayant, dans ce système, pour équation tangentielle 

F( w, p, w) = 0. On écrira que le discriminant de F(a, ç^, w) -+- X5p(a, v, w) 
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est nul et X' désignant une racine de Téquation obtenue, l'équation 

représentera deux des foyers. 

500. Théorème. — Pour que deux droites conjuguées par rapport à 
une conique donnée soient aussi conjuguées par rapport à une conique 
homofocale, il faut et il suffit qu^ elles soient rectangulaires. 

Démonstration évidente. 

501. Corollaire /. — Considérons deux coniques homofocales ; les tan- 
gentes menées à ces coniques par un de leurs points d'intersection sont évi- 
demment conjuguées par rapport à chacune d'elles, et, par suite, elles sont 
orthogonales. Donc deux coniques homofocales se coupent à angle droit 
en chacun de leurs points communs. 

502. Corollaire IL — Parmi les coniques homofocales à une conique 
donnée E, il y en a une, et une seule, £', tangente à une droite donnée D. Soit M 
le point de contact. Cette tangente et la normale D' en M à la conique E' sont 
conjuguées par rapport à toutes les coniques du faisceau ; il en résulte que 
le lieu des pôles de la droite D par rapport aux coniques du faisceau est la 
droite D' et, réciproquement, le lieu des pôles de D' est la droite D. Ces 
droites D, D' sont conjuguées harmoniques par rapport aux tangentes menées 
de M à toute conique du faisceau. Parmi les coniques du (pisceau qui est un 
faisceau tangentiel^ figure le couple des deux foyers réels F, F' communs à 
toutes les coniques et Ton s'assure aisément que les droites MF, MF' sont 
les tangentes issues de M à cette conique singulière. Il suffit en effet de 
remarquer que l'équation a*M*-h6'p* — (v»-h X(a*-}-P*) = o se réduit à 
c*M* — tp2 = o si X = — 6*. En outre, les tangentes issues du point (j?o» ya^ 
sont déterminées par l'équalion (a*-hX) w*-4-(6»-i- X)r«— (ux^ -hcj'o)* = o; 
si X = — 6', cette équation devient c' m' — (aaroH- pj'o)*= oet se décompose 
en deux : {c -\- x^) u -^ ^y^— o, (c — x^) u — t^^o = o; les coefficients an gu- 

_ laires des tangentes cherchées sont donc 

f^'g-'^a- y y 

— '— ?— et "^^ : ce sont précisément ceux de 

a-o-rC Xq — c 

MF et de MF'. 

De là résultent les propositions suivantes : 
Soient {fig. 1 19) MT, MT les tangentes, issues 
d'un point M, à une conique du faisceau ; les bis- 
sectrices des angles formés par ces tangentes 
sont la tangente et la normale aux coniques 
du faisceau qui passent par M et, en outre, les 
angles FMT et F'MT' sont égaux, de sorte que 

la tangente et la normale en M sont les bissectrices des angles formés par 

les rayons vecteurs. 
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Équation focale, l'origine des coordonnées étant un foyer. 

503. Si l'on rapporte une conique à deux axes rectangulaires menés par un 
foyer réel, son équation peut se mettre sous la forme 

(i) arî-hjK* = Y*: 

Y = o représentant la directrice relative à ce foyer. Il en résulte que le triangle 
formé par deux droites rectangulaires issues d'un foyer et par la directrice 
correspondante est un triangle conjugué à la conique donnée; en d'autres 
termes, la polaire d'un point D de la directrice est la perpendiculaire à la 
droite FD, menée par le foyer F et, par suite, deux droites rectangulaires 
menées par un foyer sont conjuguées par rapport à la conique. On peut 
vérifier ce résultat en remarquant que deux droites rectangulaires menées 
par un foyer sont conjuguées par rapport aux droites isotropes issues de 
ce foyer, et comme ces dernières sont tangentes à la conique, les deux droites 
considérées sont conjuguées par rapport à cette conique. Réciproquement, 
si les côtés de tout angle droit dont le sommet est un point donné F sont 
conjuguées par rapport à cette conique, les tangentes issues de F sont iso- 
tropes et, par suite, F est un foyer. Ce théorème a été trouvé par La Hire. 

504. L'équation (i) est vérifiée en posant x = ^ cos<p, ^ = y sinç; on voit 
donc que si l'on prend pour triangle de référence le 

triangle formé par les axes de coordonnées et par la ^*6' '^o. 

directrice considérée, on peut dire qu'un point M de 
la conique donnée a pour coordonnées trilinéaires 
cos(p, sin<p, I. Nous désignerons ce point M par la 
lettre cp. Le point cp et le point «p -t- ir qui a pour coor- 
données — coso, — sinîp, I sont sur la droite pas- 
sant par le foyer F et qui a pour équation y = x tangcp. 
On peut supposer que <p est l'angle (FX, FM). 

Soient (p, cp' les paramètres de deux points M, M'; on trouve pour 
la corde MM' (Jl^^, lao) l'équation 




9 -4- ç> . O -+- o 9 — o 
X cos-i -\-y sin -J '■ v cos -^ ^ = o. 

La tangente en M a pour équation 

(a) iFCOScp -f-j^sinç — Y = O- 

La tangente en M' a, de même, pour équation 
(3) a?cos9'-t-^sincp' — y = '^^ 
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En retranchant membre à membre et simplifiant, on obtient Téquation 

(4) arsin-î î- — ycos-i î- = o, 

qui représente la droite FP passant par le foyer F et par le point de con- 
cours des tangentes en M et M'. On voit ainsi que FP est la bissectrice de 
Tangle MFM'. La droite FD, qui passe par le point de rencontre de MM' et 
de la directrice, a pour équation 

o -f- © ' . (P H- Q> 

a: cos-i i- -f-ysin-^ *- = o. 

2 "^ a 

Si Ton suppose Tangle MFM' constant et égal à ci), l'équation (3) peut 
s'écrire, en posant ^' — o = w, 

cos(i>(â? cosç -^y sin©)-+- s\n(ii{y cos^ — arsin^p) = y* 

On aura donc l'équation du lieu de P en éliminant 9 entre l'équation (2) et 

celle-ci : 

^coscp — JTsino = Ytangjto. 

Ce lieu est donc une conique ayant pour équation 

57* -hj^^ = Y* ( H- tang' t O) ) 

et, par suite, ayant même foyer et même directrice que la proposée, mais une 
excentricité différente. 
La droite MM' ayant alors pour équation 

enveloppe la conique ayant pour équation 

x^-\-y^ = Y* cos' J (ij. 

Ainsi, toute corde vue du foyer d'une conique sous un angle constant enve- 
loppe une conique et son pAle décrit aussi une conique, ces coniques ayant 
en commun ud foyer et la directrice correspondante. 

S05. Pour mettre l'excentricité en évidence, écrivons l'équation de la 
conique de cette manière : 

en posant 

P 
Y = j? cos a -h^ sin a — — » 

p désignant le paramètre. L'équation tangentielle est 

a*-4- p* =0. 
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Or, si Ton pose 

ux -\- vy-^- tvY = u'x -h v'y -\- w% 
on obtient 

u^u' cosa.w'', p = p' sina.w', w=z w'\ 

P P P 

donc, réquation tangentielle rapportée aux coordonnées cartésiennes devient, 
en supprimant les accents, 

f e V f e , \« •tvs 

[u cosa.w -\- \ V — -sina.w) = —-i 

\ P / \ P / P^ 

c'est l'équation que nous avons déjà obtenue (497). 

506. Nous avons établi géométriquement (428) que la polaire réciproque 
d'un cercle par rapport à un cercle est une conique; nous donnerons ici une 
démonstration analytique de ce théorème important. 

Soient ar* H- j^î — R'=o et (x — dy-hy^ — r'=o les équations du cercle 
directeur D et d'un second cercle G. En écrivant que la polaire du point 
(Xj y) par rapport à D est tangente au cercle G, on obtient immédiatement 
l'équation de la polaire réciproque de G : 

, d^ / R»\« 

Réciproquement, soit 

X* -\-y^ = e*(a? — A)* 

l'équation d'une conique G' ; son équation tangentielle est 



i'-ÏÏ 



v*^~ 



w 



La polaire de (x^ y) par rapport à D sera donc tangente à cette conique si 



{'-"•) 






e2A2 



Telle est l'équation de la polaire réciproque cherchée. 

U est bon d'observer que les polaires des points cycliques par rapport à D 
étant les droites isotropes issues du centre de D, les tangentes à G' issues de 
ce point sont isotropes; donc, le centre de D est un foyer de G'. En outre, 
au point de concours o) des asymptotes de G correspond la polaire de par 
rapport à G'; la directrice est donc la polaire de «o par rapport à D. Récipro- 
quement, les pôles des tangentes issues de O à la conique G' sont les points 
cycliques; par suite, G est un cercle, etc. 

EXERCICES. 

1. La distance d'un point pris M sur une hyperbole à l'une des directrices, 
cette distance étant comptée parallèlement à une asymptote, est égale à la 
distance du même point au foyer correspondant. 
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2. Lieu des foyers des coniques qui passent par deux points donnés A, B 
et dont les asymptotes ont des directions données. 

On trouve deux coniques ayant pour foyers les points A et B. Résoudre 
cette question par le calcul et par la Géométrie. 

3. Lieu des foyers des hyperboles d'Apollonius relatives à une conique 
donnée et à un point P, ce point décrivant une droite fixe. 

4. Lieu du sommet d'une parabole passant par un point donné et dont le 
foyer est un point donné. Montrer que ce lieu est une épicycloïde. 

£i. Le lieu des foyers des coniques qui passent par quatre points A, B, C, D 
d'un cercle est aussi le lieu de l'intersection de deux coniques semblables 
ayant pour foyers les points A, B et G, D. Ge lieu se compose de deux 
cubiques circulaires. (Faire.) 

6. Étant donnée l'équation y>-f-y«= e'f*, trouver l'équation de la direc- 
trice parallèle à celle qui a pour équation y = o. 

7. Former l'équation du faisceau des quatre directrices d'une conique 
rapportée à des axes quelconques. 

8. Étant donnée l'équation d'une conique rapportée à deux axes quel- 
conques, calculer l'excentricité. En prenant pour inconnue i — c* on a une 
équation réciproque. 

9. Un cercle tangent aux deux branches d'une hyperbole est vu d'un foyer 
réel sous un angle constant. 

10. Si une conique est bitangente à deux cercles dont les cordes de contact 
sont perpendiculaires, le point de concours de ces cordes a même polaire par 
rapport aux deux cercles focaux considérés et à la conique. 

11. Lieu des foyers des coniques bitangentes à deux cercles (on trouve 
cinq cercles). 

12. Le quadrilatère formé par les tangentes menées à une conique par deux 
points d'une conique bomofocale est circonscriptible à un cercle. (Chasles.) 

13. Étant données deux coniques homofocales G, Gi, et une conique Cj 
bitangente à G, prouver que le quadrilatère formé par les tangentes com- 
munes à Gi et à G2 est circQnscriptible à un cercle. 

14. Étant données deux coniques homofocales, on mène une tangente à la 
première et une tangente à la seconde; lieu du point de concours de ces 
tangentes supposées rectangulaires. 

15. Lieu des foyers des coniques qui ont un centre fixe et touchent une 
droite fixe en un point donné. 

16. On donne un triangle ABG et une ellipse qui a pour foyers les deux 
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points B et G; trouver le lieu des seconds foyers des ellipses inscrites au 
triangle âBG et dont un foyer est sur Tellipse donnée. (Leuoine.) 

17. Une hyperbole variable a, avec une ellipse donnée, un système de 
diamètres conjugués communs en grandeur et en position^ Chercher le lieu 
des foyers de Thyperbole. (Mantel.) 

18. Un diamètre d'une ellipse est donné en grandeur et en position; son 
conjugué est donné en grandeur seulement. Trouver le lieu des foyers. 

19. Appliquer la méthode du n° 499 à Téquation réduite d'une conique. 

SO. Lieu du second foyer d'une conique qui a un foyer donné et passe par 
deux points donnés. 



»»^»«i 



CHAPITRE XX. 

SÉCANTES COMMUNES A DEUX CONIQUES («)• 



Équation en X. 
507. Soient 

(U f {orjy,z)^ Ax^ -^ K'^^ -^X'z^ -^-'iByz -i- aB'zrp h- aB'rr/ = o, 
(2) fi{Xy y^ z) ^ AiX^-h A\y^-^ X^ z^-^ ^hiyz -¥• 'iB\ zx -\- ^B'i xy = o 

les équations de deux coniques. L'équation /-h X/i = o représentera un 
couple de droites, si X est racine de l'équation du troisième degré : 



(3) F(X)^ 



A-^XA, B'-i-XBÎ B'-f-XB'i 
B'-4-XBÎ A'h-XA; B-4-XBi 

b'-hXb; b -^xb, a'-hXaî 



= o. 



Ces deux droites constituent un système de sécantes communes aux deux 
coniques. Il y a donc, en général, trois systèmes de sécantes communes à 
deux coniques données. 

En désignant par A et A^ les discriminants de/et/i, on trouve, en déve- 
loppant F(X) : 

(4) F(X)~A-+-ex-heiX*-hAiX3 



(*) Voir G. Kœnios, Leçons de l'Agrégation. 
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OU, en vertu de la formule de Taylor, 

e = A,a -4- A'i a' -4- A] a'-+- îBt 6 -*- 2 B'j 6'-h aBJ b% 

a, a\ .,,, a" étant les mineurs de A. On en conclut, en remarquant que 6t 
est le coefficient de <- dans le développement de F ( <- j i 

61 = Aa,-+- A'a'i -+- A' aï -h ihbi -4- ^B'b\ -h iB'bl, 
Gela étant, on trouve immédiatement 

(5) F'(X) = aA,H- a'A", -+- a' A; + -i^Bj-h i^'B\ h- ap'BJ, 

a, a', a", p, ^\ p' désignant les mineurs de F(X) pris avec des signes conve- 
nables. 
On a ensuite 

•r(X) = e,-*-3AiX. 

Mais 

Ai=AiaiH-Bî6ï-4-B'i6',, li = B]b'[-^'X\a\-hBibi, Ai=B',ô'i+B,6i-f-A;a;, 

ce qui donne, en ajoutant membre à membre ces quatre équations, les deux, 
membres des trois dernières étant d'abord multipliés par X et Bi étant rem- 
placé par sa valeur, 

( J-F'(X) = rAH-XA,)a,-h(A'-4-XA',)a;-t-(A'-hXAÎ)rtï 
^ \ -f-2(B-+-XBi)^^i4-'2(B'-hXB,)6j-i-îi(B'-HXBÎ)ôî. 

Gela posé, si tous les mineurs de F(X) sont nuls, /+X/i est un carré 
parfait et Féquation^-t- X/i = o représente une droite double. On sait d'ail- 
leurs que si F(X) = o, pour que tous les mineurs du premier ordre soient 
nuls, il faut et il suffit que a= a' = a'= o. Si l'un au moins de ces mineurs 
prend une valeur difi'érente de zéro, quand on y remplace X par une racine 
de l'équation F(X) = o, l'équation /-4-X/i = o représente deux droites 
distinctes. D'une manière générale, si X est une racine de cette équation, la 
conique singulière /+ X/i a un point double dont les coordonnées x,y, z 
sont déterminées par les équations 

(,) 1^-^X^/1=0, ^^xl^=o, f^^f=o. 

' dx âx . ôy i)y dz âz 

Ge point double est unique dans le cas où l'un des mineurs oc, ot! ou a' est 
différent de zéro. S'il en est ainsi, on a, comme on le sait, 

au^-h aV* -h a' IV* -h x^çw -\- 'z^'wu-h 1^' uv = k (ux ■+■ vy -¥■ w^)', 

k étant une constante différente de zéro, de sorte que 

x"^ __ y^ _ z^ _ yz _ *3G ^ ^y _ I 



a a' " a' " ? "" p' ~ p' k 



SÉCAXTES COMMUNES A DEUX CONIQUES. 46 1 

Remarquons encore que si F(X) = o, on a 

donc, en identifiant 

A-4- XAi= wjMj, A'-h XA', = i^i(?2, A'-hXAJ = (Vi w,, 

2(B -f-XBi ) = fjWî -4- wit'2> 
2(B'-4- XB', ) = wiUi-h UiWfy 

2(B'-hXBÎ) = MjP, -HPiMj, 

et, par suite, on a alors 

( I F''(X) = ai wi Mj -h ai Pi Pi -f- aï (vi wj-h 61 (('i w, 4- w, p,) 



Si les deux droites sont confondues, de sorte que 

/h- X/i = A: ( Miar -H Pi j^ -h tvi «)2, 
on a, dans ce cas, 

(10) 1 F'CX) = A: (ai aj -h a^pf -H ajcv* -h 2 61 Pi tv, -4- 2 ô'i Wi Mi H- 26^ ai Pi ) . 

508. Théorème I. — Un point double du faisceau admet la même 
polaire par rapport à toutes les coniques*du faisceau, et réciproquement» 

En effet, soit X' une racine de l'équation (3); les coordonnées x^ y, z d'un 
point double de la conique /+Xyi vérifiant les équations (7), l'équation 

peut s'écrire 

ce qui démontre la proposition directe. Réciproquement, pour que l'équa- 
tion (11) représente une droite indépendante de la valeur de X, il faut évi- 
demment que les dérivées de /soient proportionnelles à celles de/i, de sorte 

que — X' étant le coefficient de proportionnalité : -p -i-X' -~ =0, etc., ce 

qui exprime que x, y, z doit être un point double de/-t- X'/i, de sorte que 
F(X') = o. La recherche des pôles doubles, c'est-à-dire des points ayant 
même polaire par rapport à deux coniques, est donc ramenée à celle de leurs 
sécantes communes. 

509. Théorème II. — Deux points doubles (a, co', appartenant à deux 
coniques singulières distinctes /-hX'/i, /-*-X'/i, sont conjugués par 
rapport à toutes les coniques du faisceau. 
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Soient x, y, z et a?', y\ z' les coordonnées de a> et w'. Posons 

àf df df ,df ,df ,df 

dx -^ ày dz àx ^ dy dz 

àfx àfx ô/i ,â/, ,dft ,â/i 

dx' ^ dy' dz' dx ^ dy dz 

Des équations (7), où l'on remplace X par X', puis par X', on déduit 

L-hX'M =0, L-4-X'M=o, 

et, comme X' — ^^ ^ o, il en résulte que L = o, M = o, et aussi L + XM = o. 
quel que soit X; ce qui exprime précisément que (i> et (o' sont conjugués par 
rapport à/-+- X/i. 

510. Théorème III. — Si X est une racine double de V équation F(X) = o, 
qui n* annule pas tous les mineurs du premier ordre de F(X), la conique 
f -\- X/i se compose de deux droites distinctes qui se coupent en un point 
commun à toutes les droites du faisceau, et réciproquement. Si la racine 
est triple, l'une de ces droites est une tangente commune aux coniques 
du faisceau. 

En effet, F(X) étant nul, /-t-X/i = o représente deux droites distinctes, 
puisque les mineurs de F(X) ne sont pas tous nuls. Mais, X étant racine mul- 
tiple, F'(X) = o, en désignant par Xx^ yi, Zi les coordonnées du point double 
de /-h X/i, on a, si Ton tient compte des équations (5) et (8), 

donc/(ir,,7i,^i) = o et aussi /i (iCi, ^t) ^1) = o. 

Réciproquement, si f-\- \f\ = o représente deux droites distinctes se cou- 
pant en un point commun à / et /i, on a F(X) = o, puisque /-h X/i est le 
produit de deux facteurs du premier degré. En second lieu, les mineurs a, 
a', 3', ... ne sont pas tous nuls, puisque ces facteurs sont distincts, et enfin 
F'(X) = o, en vertu de l'identité (12). 

Il convient, toutefois, de remarquer que nous avons supposé la racine X 
finie; on peut toujours supposer qu'il en est ainsi, c'est-à-dire que Ai soit 
différent de zéro, à moins de supposer que / et /i soient des coniques dégé- 
nérées, et l'on peut laisser de côté ce cas particulier. 

Supposons maintenant que X soit racine triple, mais que l'un des mineurs, 
a par exemple, soit différent de zéro. Dans ce cas, l'identité (9) montre que 
la condition F'(X) = o exprime que les droites P, Q du couple /-+- X/i sont 
conjuguées par rapport à /i. En outre, ces droites, étant distinctes, se 
coupent en un point o) commun à / et /f. Si la droite Q n'est pas tangente 
à/i, son pôle est sur la tangente au point w à jTi, d'où il résulte que P, con- 
juguée de Q, est la tangente à /i au point u). En outre, co a même polaire 
par rapport aux coniques du faisceau; donc P est la tangente commune, au 
point (i>, à toutes les coniques du faisceau. 
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Si les deux droites étaient confondues, l'identité (lo) montre que/+X/i = o 
représenterait alors une droite double tangente à f\ au point (o. Mais o) 
ayant même polaire par rapport aux coniques du faisceau, la tangente au 
point co à/i serait tangente au même point à toutes les coniques du faisceau. 

5H. Théorème IV. — A deux racines distinctes de l'équation 
F(X) = o, correspondent deux couples distincts et n^ ayant aucune droite 
commune. 

En effet, si Ton suppose X ^ X', de Tidentité 

/-4-X/i=fx(/-4-X'/,), 

^u désignant une constante, on déduirait 

(•-I^)/=((^À'-X)/,. 

L'hypothèse [a = i entraînerait /i^ o; si l'on supposait jxX' — X = o, on 
aurait/^ o; enfin si }JL — i ^ o, jjlX'— X ^^ o, les coniques / et /i seraient 
identiques. Nous écartons tous ces cas particuliers. 

Supposons maintenant 

/+X/,ehPQ, /+v/,= pr, 

P, Q, R étant des fonctions linéaires; on en déduirait 

P(XR-VQ) _ P(Q-R) 

■'" X — X' ' J'- \^\' ' 

par conséquent, les coniques /, /i seraient toutes les deux dégénérées en 
couples de droites et auraient une droite commune; on pourrait donc poser 
/= PPi,yi = PPj, P| et Pj étant deux fonctions linéaires. Mais dans ce cas, 
quelle que soit la valeur de X, f-\- X/i serait un produit de facteurs du 
premier degré, et, par suite, F(X) serait identiquement nul. Nous écartons 
encore ce cas particulier. 

S12. Théorème V. — i" Lorsque les coefficients de f et de fx sont tous 
réels j à toute racine réelle de V équation F(X) = o correspond un couple 
de droites réelles ou imaginaires conjuguées; a° à toute racine imagi- 
naire correspond un couple formé de deux droites imaginaires non 
conjuguées. 

Si X est une racine réelle de F(X) = o, les coefficients de/-+-X/i sont 
réels : donc /-h X/i = o représente, comme on le sait, deux droites réelles ou 
imaginaires conjuguées. 

Soit maintenant X =ip -^ qi\ je dis que /-h X/i = o ne peut représenter 
deux droites réelles ou deux droites imaginaires conjuguées, car on aurait 

f-^ip-^ qi)ft s (/n -h ni) (P»4- eQ«) (e = dz i), 
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d'où 

/+/7/, = m(P«-f-£Q*), 

qfx^n (Pt^-eQ*), 
d'ailleurs n 7^ o, sans quoi /i serait identiquement nul ; on aurait donc 



/.(,=-,)/.. 



de soRte que/=o ou bien /serait proportionnel à f\\ cas particulier déjà 
écarté. 

Enfin, on vérifiera de la même manière que l'on ne saurait supposer 

P, Q, R étant réels; donc enfin, à toute racine imaginaire /> -\- qi correspond 
un couple de droites imaginaires toutes les deux et non conjuguées. Ainsi 

et, par suite, 

/ + (/? — (70/1= PoQo, 

Po et Qo étant les polynômes respectivement conjugués de P et de Q. 

513. Théorème VI. — A une racine simple correspond un couple formé 
de deux droites distinctes. 

Car, si X est racine simple, les mineurs de F(X) ne peuvent être tous nuls 
sans quoi F'(X) serait nul; donc/ H- X/i n'est pas un carré. 

Rappelons enfin que tout point commun à /et /i est un point commun à 
toutes les coniques du faisceau, et que si/ et /i sont tangentes en un point A 
toutes les coniques du faisceau leur sont tangentes au même point (447). 



Discussion de l'intersection de deux coniques. 

514. Nous laisserons d'abord de côté ce qui concerne la réalité; nous 
distinguerons cinq cas : 

Premier cas : Trois racines distinctes Xi, Xj, X3. — On peut poser 

/+Xi/i=PiQi, /-hXj/iE^PîQ,, /-HXs/i^PaQj, 

Pi)Qi> •••) Qs désignant des fonctions linéaires. La racine Xf étant simple, 
Pi et Qi sont distincts; de même pour Pj, Qj et Ps, Q3; enfin les trois racines 
étant distinctes, les six droites obtenues sont distinctes. Aucune des droites 
d'un couple ne peut passer par le point de concours des droites d'un autre 
couple, puisque les racines sont simples. Les deux premiers couples, par 
exemple, forment un quadrilatère ABGD, AB étant la droite Pi, CD la droite Qi, 
BG la droite Ps et enfin AD la droite Qj. Les deux coniques se coupent aux 
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quatre points A, B, G, D et toute conique du faisceau passe par ces quatre 
points; il en résulte que les droites AG, BD constituent le troisième couple. 
G'est d'ailleurs ce que l'on vérifie en remarquant que 

(X,-XOP3Q3^(Xa-X,)PiQi+(Xi-X3)PtQv 

Plus généralement, l'identité 

(Xi- XO (/H- X/i) ^ (X - X,) P, Qi -+- (Xi- X) P,Qj 

fait bien voir que toutes les coniques du faisceau sont circonscrites au qua- 
drilatère ABGD. 

Remarquons enfin que les points doubles des trois couples de sécantes 
forment un triangle conjugué commun aux coniques du faisceau. 

Deuxième cas : Une racine double Xi n'annulant pas tous les mineurs 
du premier ordre et une racine simple Xj. — A la racine double Xi corres- 
pond un couple de droites distinctes Pi, Qi se coupant en un point o) commun 
aux coniques du faisceau; à la racine Xj correspondent aussi deux droites 
Ps> Qs* Soit ta' le point commun à ces deux droites; je dis que l'une d'elles 
est précisément la droite oita'. En effet, le point ta est sur toutes les coniques 
du faisceau, et, par suite, sur l'une des droites du second couple; donc, la 
polaire de o) est une tangente commune en o) à toutes ces coniques. De plus, 
0) et oi' étant conjugués, (i>' est sur la tangente commune au point co. Ainsi, 
en résumé, les coniques /,/i sont tangentes en un point co, la tangente étant 
la droite Pj par exemple; les droites Pi, Qi passent par co et la droite Qt 
coupe ces deux droites en deux autres points communs à toutes les coniques 
du faisceau. Il est facile de vérifier que les deux coniques n'ont pas de 
triangle conjugué commun. 

Troisième cas : Une racine double Xi annulant tous les mineurs et 
une racine simple Xj. — Le couple correspondant à la racine Xi se réduit 
à une droite double Pi. Soient Pj, Qs les droites qui correspondent à X^, 
co' étant leur point de concours. Tout point de Pi est un point double, et, 
par suite, est conjugué de co'; donc Pi est la polaire de ta' dans toutes les 
coniques. D'ailleurs Pi n'est pas une tangente, sans quoi son pôle co' appar- 
tiendrait à toutes les coniques et X^ serait une racine multiple. Les droites 
Ps, Qi coupent donc Pi en deux points distincts qui appartiennent à toutes 
les coniques; il en résulte évidemment que les coniques sont tangentes en 
ces points. Et, d'ailleurs, on a 

/-h X,/i^ P?, /-h X,/i= P,Qj : 

donc les équations des deux coniques peuvent se mettre sous la forme 

XiPiQi-XjP? =0 et PaQa— Pî=o. 

Ainsi, dans le cas présent, les coniques sont tangentes en deux points 
distincts A, B. Ajoutons qu il y a une infinité de triangles conjugués communs, 

NiEWENOLOWSKi. — G. an., I. 3o 
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dont un sommet est le point cd', les deux autres sommets de l'un quelconque 
de ces triangles étant deux points conjugués par rapport au segment AB. 

Quatrième cas : Une racine triple Xi n* annulant pas tous les mineurs, 
— Le couple correspondant à la racine Xi est formé de deux droites distinctes 
se coupant en un point ui ; l'une d'elles est tangente commune au point eu, 
aux coniques du faisceau (510). Donc, dans ce cas, les deux coniques ont un 
contact du second ordre au point co et se coupent en outre en un autre point. 

Cinquième cas : Une racine triple Xi annulant tous les mineurs. — 
Le couple correspondant à Xi se compose de deux droites confondues en une 
seule Pi, de sorte que y-4-Xi/i^Pf. Mais Pi est tangente à /i, on en 
conclut que/ et /i ont un contact du troisième ordre sur la tangente Pi (448). 

On remarquera que dans ces deux derniers cas il n'y a pas de triangle 
conjugué commun. 

Cas oi)L V équation en X est indéterminée, 

5iS. Supposons que/-hX/i soit un produit de deux facteurs du premier 
degré quel que soit X; on voit déjà que f=o etyi = o représentent des 
couples de droites. Si /-t- X/i est un carré pour toutes les valeurs de X, on 
a /= P*, /is P| ; or P'-h X Pf ne peut être un carré parfait pour toutes les 
valeurs de X, à moins de supposer Pi^ A'P, k étant une constante. Dans ce 
cas / et y*! se réduiraient à une même droite double et F(X) serait iden- 
tiquement nul. Laissant ce premier cas de côté, soit co un point double de 
la conique /-t-X/i : l'identité F(X) = o donne F'(X)^o; donc on voit, 
comme plus haut, que le point double appartient aux coniques/ et /i. Gela 
étant, il faut distinguer deux cas : 

1** Le point double est indépendant de X. Dans ce cas, toute conique du 

faisceau se compose de deux droites issues d'un point déterminé; on a, par 

exemple, 

/=PQ, /, = aP*-f-6PQ-t-cQ«, 
et par suite 

Q? Le point double dépend de X. Soient P, Q et Pi, Qi deux couples de 
droites du faisceau, ui étant le point de concours des deux premières et eu' 
celui des deux autres. Tous les points doubles sont nécessairement des points 
communs à toutes les coniques du faisceau, puisque F'(X)^o. Donc u> est 
sur l'une des droites Pi ou Qi et eu' sur P ou sur Q; (ou)' est une droite 
commune aux deux couples. Supposons que P et Pi soient confondues 
avec a>(o'; on a ainsi, pour des valeurs convenables de X, 

On voit ainsi qu'il y a une infinité de points doubles sur la droite P, et un 
autre point double isolé, intersection des droites Q, Qi. 
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Discussion relative à la réalité. 

Nous supposons les coefficients de /et defi réels. 

516. Dans le premier cas, les trois racines étant distinctes, Féquation 
F(X) = o peut avoir : 

(A) Trois racines réelles. — Nous avons posé 

/-h X,/i ^ PiQ„ /-f- X,/i = PjQ,; 

et nous savons que le couple qui correspond à une racine réelle se compose 
de deux droites réelles ou imaginaires conjuguées, i" Si les quatre droites 
Pi» Qi» Pî> Qî sont réelles, les quatre points A, B, C, D sont réels et par 
suite le troisième couple Pj, Qs, formé par les droites AC, BD est réel. Les 
coniques se coupent donc, dans ce cas, en quatre points réels distincts; il y a 
trois couples de sécantes réelles, et un triangle autopolaire commun réel. 

2" Supposons Pi, Qi réelles et Pj, Qj imaginaires conjuguées; les points A, 
B, G, D sont imaginaires. En effet, le point de concours cd] des droites Pj, 
Qs étant réel, il ne peut y avoir aucun autre point réel sur aucune de ces 
deux droites. On voit que, AB étant la droite Pi et CD la droite Pj, A et B 
sont conjugués ainsi que G et D; le troisième couple AG, BD est formé de 
droites imaginaires conjuguées. 

3** Supposons Pi, Qi imaginaires conjuguées ainsi que Pj et Qj; on voit, 
comme précédemment, que les quatre points A, B, G, D sont encore imagi- 
naires; les points A, intersection de Pi et de Qt, et G, intersection de Pj et 
de Qi, sont imaginaires conjugués; il en est de même des points B et D et 
par suite les sécantes AG et BD sont réelles. Nous pouvons donc énoncer ce 
théorème : 

Si les trois racines de l'équation F(X) = o sont réelles et inégales, les 
coniques f et fi se coupent en quatre points distincts réels, ou en quatre 
points imaginaires conjugués deux à deux, et admettent un triangle 
conjugué commun réel. 

(B) Une racine réelle et deux racines imaginaires conjuguées. — 
Soient Xi la racine réelle et 1^ = p-hqi, l^^p — qiles racines imaginaires. 
On a /-+-Xî/i = PQ, /-+- X3/, = PoQo, P = o, Q = o représentant detix 
droites imaginaires non conjuguées, Pq, Qo étant les polynômes respective* 
ment conjugués de P et de Q. Les points (P, Pq) et (Q, Qo) sont réels : 
désignons-les par A et B. Les points (P, Qo) et (Po, Q) sont imaginaires 
conjugués : désignons-les par G et D. Ges points ne peuvent être réels, car 
A et G sont distincts; si G était réel, la droite AG, c'est-à-dire P, serait 
réelle. Le troisième couple, qui correspond à la racine Xi, est composé des 
droites AB, GD; il est donc réel. Ainsi, quand l'équation en X a une seule racine 
réelle, les deux coniques se coupent en deux points réels et distincts et en 



^ 
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deux points imaginaires conjugués. Le triangle conjugué commun a un 
sommet réel et deux sommets imaginaires conjugués. Remarquons enfin que, 
dans le cas des trois racines distinctes, il y a a/i ou trois couples de sécantes 
réelles (*). 

Deuxième cas : Une racine double Xi n'annulant pas tous les mineurs. 
— La racine simple \t, qui est réelle ainsi que la racine Xi, donne deux droites 
réelles, car l'une d'elles est la tangente commune au point co, lequel est né- 
cessairement réel comme étant l'intersection de deux droites réelles ou ima- 
ginaires conjuguées; mais, nous venons de le dire, les droites du couple cor- 
respondant à la racine double peuvent être réelles ou imaginaires conjuguées. 
Dans le premier cas, les coniques se touchent en un point réel, et se coupent 
en deux autres points réels; dans le second cas elles se touchent en un point 
réel et se coupent en deux autres points imaginaires conjugués. 

TRoisiàHBCAS : La racine double annule tous les mineurs; f-\-\fi^^P^ ; 
P est à coefficients réels; les deux coniques sont bitangentes, la corde des 
contacts étant toujours réelle, mais pouvant couper les coniques en deux 
points réels ou en deux points imaginaires conjugués. Dans le premier cas, 
le couple correspondant à la racine simple est réel et formé de deux tan- 
gentes communes; dans le second cas, de deux tangentes communes imagi- 
naires conjuguées. 

Dans le quatrième et le cinquième cas, les sécantes sont nécessairement 
réelles, car le point de contact, étant unique, est réel. 

On voit encore aisément que si les coniques sont réduites à deux droites et 
ont une droite commune, elles sont composées de droites réelles; mais cela 
n'est plus nécessaire quand elles se réduisent à deux faisceaux de droites 
issues d'un même point. 

Invariants relatifs à l'équation en X. 

517. Les racines de l'équation en X restent invariables quand on soumet 
/(^> J^i^) et/i(a7, y, z)èi une même substitution linéaire; cela résulte de ce 
que F(X) étant le discriminant de la forme /-+- "k/i devient, après la substi- 
tution, F(X).[ji.», jjt étant le module. Il en résulte que et Oi sont des inva- 
riants simultanés des formes / et fi. Toute relation entre les racines de 
l'équation F (X) = o exprime une propriété géométrique des coniques données. 

Si, en rapportant les deux coniques à deux systèmes différents de coordon- 
nées, on a /(a:, ^, 5) = /iF(X,Y,Z), /,(j:,^, 5) = AiF,(X, Y, Z), h et hi 
étant deux constantes, l'identité 

/(T, y, t) + X/,(x, y,Ji)^h Tf (X. Y, Z) + -^^' F,(X, Y, Z)] 



(*) Voir une démonstration purement algébrique et directe dans le Traits de 
Géométrie analytique de M. H. Picquet, page 465. 
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montre que les racines de réquation obtenue en égalant à zéro le discrimi- 
nant de F(X, Y, Z)-hXFi(X, Y, Z) sont égales à celles de l'équation 

IL 

F(X) = o multipliées par la constante-^; donc toule relation homogène 

entre les racines de l'équation F(X)=o subsistera, quels que soient les 
systèmes de coordonnées ponctuelles employées. 

518. Applications, — i** Pour exprimer que deux coniques sont tangentes, 
il suffît d'exprimer que l'équation en X relative à ces deux coniques a une 
racine double. La condition cherchée est donc 

(9AA, — ee,)»— 4(3Aei — e«)(3A,e— eî) = o; 

le premier membre de cette équation est un invariant. 
a° Nous avons trouvé la formule 

e = A, a -+- A'i a'-+- A^ a' -4- ?. B, 6 -h aB', 6'-h 2B; 6' ; 

donc, si l'on suppose 

Al = A'i = A'I = o, 6 = b'= b'=o, 

on a 9 = o. Ces conditions expriment qne le triangle de référence est conju- 
gué à la première conique et inscrit à la seconde. En outre, si Ton suppose 
que la seconde conique passe par deux sommets d'un triangle conjugué à la 
première, c'est-à-dire si, par exemple, Aj = o et Aj = o; si, en outre, on sup- 
pose = 0, elle passera par le troisième sommet. En vertu des hypothèses, 
on a, en effet, AJ a'= o; or, on ne peut supposer a" =^0 si la conique/* est 
une conique proprement dite : donc A| = o. 

Gela étant, prenons sur la conique /i un point quelconque A et soient 
B et G les points où la polaire de A par rapport à la conique / coupe la co- 
nique y*!- Je dis que ABG est autopolaire par rapport à / si l'on suppose 
= o. En effet, s'il en était autrement, la polaire de B couperait BG en un 
point G' et le triangle ABG' serait conjugué à la conique/. Or, la conique /i 
passe par A et B, donc elle passe aussi par G', ce qui prouve que G' est con- 
fondu avec G. Remarquons que la condition 6 = 0, qui exprime que la 
somme des inverses des racines de l'équation en X est nulle, est indépendante 
du système de coordonnées auquel on rapporte les deux coniques; on peut 
donc énoncer le théorème suivant : Étant données deux coniques f et f^^ si 
la conique f\ est circonscrite à un triangle conjugué à la première 
conique, on a ^ = et, réciproquement, si cette condition est remplie, 
il y a une infinité de triangles conjugués par rapport à la première 
conique et inscrits à la seconde. 

Les côtés d'un pareil triangle coupent les deux coniques en quatre points 
formant une division harmonique. On dit alors que la conique /i est harmo- 
niquement circonscrite à la conique y. 

En second lieu, on a encore 8 = o si Ton suppose 

a = a' = a'=o, B, = B'i = B; = 
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et, réciproquement, si Ton suppose 6 = o et a = a'= o; on en déduit a'= o. 

Donc, on peut aussi énoncer cette proposition : S'il y a un triangle con- 
jugué à la conique fi et circonscrit à la conique f^ on a = o et^ réci- 
,proquement, si cette condition est remplie, on verra, en raisonnant 
comme dans le cas précédent^ qu'il existe une infinité de triangles con- 
jugués à fx et circonscrits à f. On dit alors que / est harmoniquement 
inscrite à^i- 

On a donc ce théorème : Quand une conique fi est harmoniquement 
circonscrite à une conique/, inversement la conique f est harmonique- 
ment inscrite à f\. 

On verra de même que la condition pour que f soit harmoniquement cir- 
conscrite à/i et| par suite, pour que^i soit harmoniquement inscrite à y est 
e, = o. 

Recherche des ombilics de deux coniques données. 

519. On nomme ombilic le point de concours de deux tangentes com- 
munes à deux coniques. La recherche des ombilics se ramène à celle des 
sécantes communes. En effet, soit co un ombilic du système de coniques C, Ci; 
transformons la figure par polaires réciproques. A une tangente T commune 
à G et Gt et passant par (i>, correspond un point t! commun à leurs polaires 
réciproques G' et G'i; à la seconde tangente Ti, issue de u), correspond un 
second point t\ commun à G' et G',; au point co correspond donc la sécante 
t' t\, commune aux coniques G', G',. Réciproquement, à toute sécante com- 
mune à ces coniques correspond un ombilic de G et Gf. Les coniques G', G', 
ont. en général, trois systèmes de sécantes communes; donc, G et Gi ont 
trois couples d'ombilics; en tout six ombilics. 

La recherche directe ne présente d'ailleurs aucune difficulté. Soient, en 
effet, (p(u, (;, (jp) = o, ^i(u, p, li^) = o les équations tangentielles des deux 
coniques ; Téquation 9 ( u, p, »") + X cpi ( u, p, (^ ) = o est Téquation générale des 
coniques tangentes aux tangentes communes de G et Gi. Si, pour une valeur 
particulière de X, le premier membre de l'équation précédente est un produit 
de deux facteurs linéaires, cette équation représentera, pour cette valeur de X. 
un couple d'ombilics. 
Supposons, en effet, que 

(i) <p(a, p, w)-f-X'ç)|(M, p, w) = (ua7i-4- PXi-i- wzx){ux^-^vyf^wz^\ 

une tangente à la première conique passant par le point {xy^y^Zx) sera 
aussi tangente à la seconde, car si l'on a 9 ( u, p, (v) = o, uxx + vyx + wzx = o, 
on en déduit X'(pi(i^, e, (v) = o. Or, on doit supposer X'^e^o, sans quoi 
K, p, cp) = o représenterait deux points; donc, cpi(u, 9, w) = o. On con- 
naîtra donc tous les ombilics si l'on sait résoudre l'équation du troisième 
degré 4»(X) = o, obtenue en égalant à zéro le discriminant de 

(p(M,P, «')-+' X(pi(M,P,(v). 
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Or, il y a entre les racines des équations F (X) = o et <l> (X) = o une relation 
simple. Supposons que 

a, . . ., ai, ... étant respectivement les mineurs du premier ordre des discri- 
minants A, Al des premiers membres /(a?, y^ z) et/i(a?, y, z) des équations 
ponctuelles de G et Gi. Pour éviter toute confusion, formons le discriminant 
de <p(u, Vf w) + [>-^i(Uy Vj w). Le discriminant de ^(Uy c, w) est le détermi- 
nant adjoint de A, il est donc égal à A* ; en second lieu, les formules de Gauss 
(voir Cours d* Algèbre, t. II, p. ig6) permettent de calculer les mineurs du 
déterminant adjoint. Il en résulte que 

* ( fi) = A* -*- 01 A|x -h eAi fi«-4- Af fJL». 
En posant (i = ^ » Téquation 4»(}a) = o devient 

A«X»-f-eiA.fX>-heA,.<»X + AÎ<»=o. 

Gette équation sera identique à F (X) = o, si l'on a 

A* A? 

-- =Af = A,<«= J- ^3, 

Al A 

ce qui donne ^ = ^ ; donc la relation cherchée est Xu = -r- • La résolution 

Al Al 

de F (X) = o entraine donc celle de 4> (X) = o. 

Si F(X) = o admet une racine double ou une racine triple, il en sera de 
même de Téquation <i>(X) = o et réciproquement. 

520. D'après cette remarque, si deux coniques ont quatre points communs 
distincts, elles ont aussi quatre tangentes communes distinctes et, par suite, 
six ombilics. 

Supposons maintenant que les deux coniques soient tangentes ou bitan- 
gentes. L'équation F(X) = o aura une racine double; il en sera donc de 
même de Téquation 4»(X) = o. Deux cas peuvent se présenter : i** la racine 
double donne un couple d'ombilics distincts cdi, cos. La racine simple donne 
nécessairement un couple d'ombilics distincts (Oj, co^ [on le voit en raisonnant 
comme pour l'équation F(X) = o]. Dans ce cas, il j aura trois tangentes com- 
munes. En effet, on démontre facilement, en raisonnant comme pour les 
sécantes communes, que l'un des ombilics, cos par exemple, sera sur la 
ligne (Oi(i>s, de sorte que les tangentes communes sont (i>io)4, cofco^ et a>i(i>s, 
dont le point de contact sera 0)9 et que l'on peut considérer comme la réu- 
nion de deux tangentes. 

:i* Si la racine double donne un couple d'ombilics confondus en un point coi ; 
il n'y a plus que deux tangentes communes, qui sont coicos et (01(1)4, et les 
points (i)|, (04 sont respectivement les points de contact. Ges deux cas corres- 
pondent aux cas où les deux coniques sont tangentes ou bitangentes. 
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Supposons qu'il y ait une racine triple. Les coniques ont alors un contact 
qui est au moins du second ordre. Si le couple triple d'ombilics est formé de 
deux points confondus avec coi, cûi est le point de contact des deux coniques, 
qui ont alors quatre tangentes confondues en une seule. Ce cas correspond 
évidemment au contact du troisième ordre. Si les ombilics sont distincts cui, 
(1)1, la droite a>ia>s sera une tangente commune, et les points coi, (i>s seront 
conjugués par rapport à /i, d'où il résulte que l'un des points, (1)1 par 
exemple, sera le point de contact de (Oib>s; les deux coniques auront deux 
tangentes communes : (Oitoj et une droite issue de (D}. Ce cas correspond à 
deux coniques ayant un contact du second ordre. 



Cas particuliers de Tintersection de deux coniques. 

521. lo Coniques concentriques. — Considérons deux coniques concentri- 
ques et rapportons-les à deux axes passant par leur centre; leurs équations 
seront 

Aar*-t-aBar^-t- G/>-f-F = o, k^x^-^ i^x^y -^ Ci>^*-*-Fi = o. 

L'équation en X est alors 

(F -H XF, ) [(A 4- X Al) (C 4- XCi) - (B -f- XBi)«] = o. 

F 

A la racine — pr correspond un couple de droites passant par le centre ; 

à chacune des racines de l'équation 

(A4-XAi)(C-f-XC,) — (B-t-XBi)»=o 

correspond un couple de droites parallèles. Les coniques données sont donc 
circonscrites à un parallélogramme, ce qui est d'ailleurs évident a priori. Il 
est également évident qu'elles sont inscrites à un parallélogramme. 

2^ Coniques ayant un triangle autopolaire commun. — Soient 

Aa«H- Bp«-i- Cy«= o, A'a«H- B'p«-4- C'y*= o 

les équations de deux coniques rapportées à un triangle autopolaire. L'équa- 
tion en X est 

(A -H X A')(B -h XB') (G -4- XC) = o; 

elle a, en général, ses trois racines distinctes. Pour qu'une racine soit double, 
il est nécessaire que l'un des déterminants AB'— BA', AC— G A' ou BG'— GB' 
soit nul. Supposons, par exemple, BG' — GB'=o; dans ce cas, les coniques 
sont bitangentes, la corde des contacts étant la droite a = o ; les tangentes 
communes passent par le point (i, 0,0). Deux coniques ayant un triangle con- 
jugué commun se coupent donc en quatre points distincts ou sont bitan- 
gentes. 
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Les équations des sécantes communes s'obtiennent aisément; en effet, les 
couples de sécantes communes sont donnés par les équations 

(AB'- BA')P«-- (CA'— AG')y*= o, 
(BC— CB')y« — (AB'-BA')aî=o, 
(CA'— AC')a« — (BC- -CB')p«=o. 

On voit que les droites de chaque couple passent par un sommet du 
triangle conjugué, et sont conjuguées harmoniques par rapport aux côtés du 
triangle qui partent du même sommet. 

Les équations tangentielles des deux coniques ont la même forme que 
leurs équations ponctuelles; on étudierait donc de la même façon les ombi- 
lics de ces courbes. 

En particulier, si deux coniques ont un foyer commun, leurs équations 
peuvent se mettre sous la forme 

et, par suite, 

Y — 8 = 0, Y-^8 = o 

représentent deux sécantes communes qui sont conjuguées harmoniques par 
rapport aux deux directrices correspondant au foyer commun. 

3** Coniques ho mo thé tiques. — Les équations des deux coniques étant 

\x*-h'iBxy -h Cy*-^2Dxz -^ lEjrz -f-F^* =0, 
Aj:*-+- ^Bûpy-^ Cy^-v ^D'xz-^iE'yz -h F'z* = o, 

on voit que l'équation en X a une racine égale'à — 1; car, en retranchant 
membre à membre les équations des deux coniques, on obtient l'équation 

5[2(D — D')ar -î- 2(E — E')^ -+- ( F - F')z] ^ o, 

qui représente deux droites, dont l'une à l'infini. Dans le cas où les deux co- 
niques sont des cercles, il y a un couple de sécantes composé de la droite de 
l'infini et de l'axe radical; les autres couples sont formés de droites isotropes. 
Si les coniques sont concentriques et homothétiques, leurs équations peu- 
vent se mettre sous la forme 

Ax^-T-'iBxjr-^ Gy*-hF = o, \x^-h iBxy -^ Cy^-v F, = o; 

l'équation en X est alors 

(F-hXF,)(i-+-X)=i^o. 

A la racine double — 1 correspond un couple double z*= o, formé par la 

F 

droite de l'infîni, et à la racine simple — :^ correspondent les asymptotes; 

les deux coniques sont bitangentes, la corde des contacts étant la droite 
de l'infini. 

3o. 
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4° Coniques ayant un diamètre commun conjugué à une même direc- 
tion. — Si l'on prend le diamètre donné pour axe des x, Taxe des y étant 
parallèle aux cordes que ce diamètre divise en deux parties égales, les équa- 
tions des deux coniques sont 

Aa?«-^ Gj* -H 2 Da? -I- F = o, A'a?» -f- C>»-+- a D'à: -h F'= o. 

Q 

L'équation en X aura une racine égale à -— ^) à laquelle correspondent 

Cl 

deux sécantes parallèles à l'axe des j^. 

5" Coniques bilangentes à une même conique. — Soit/=o l'équation 
d'une conique et considérons deux coniques qui lui sont bitangentes et dont 
les équations sont / -+- a* = o, /-t- p* = o. En retranchant membre à membre, 
on obtient immédiatement un système de sécantes communes ayant pour 
équation a*^-p*=o. Donc, quand deux coniques sont bitangentes à une 
troisième, deux de leurs sécantes communes forment un faisceau harmonique 
avec les cordes de contact. 

Considérons une troisième conique représentée par l'équation y -i- y* = o. 
En combinant ces coniques deux à deux, nous obtenons les cordes com- 
munes définies par les équations 

a — p=o, p— Y = o, -y — a = o, 
a-hp = o, p-hY = o, ^-+-« = 0^ 

ce qui donne quatre systèmes formés de trois droites concourantes : 

1" a — P=o, P — Y = <^' y — a=o. 

9." a -h P — o, p -^ Y = o, Y — « = o» 

3" a -+- p — o, p — Y = o, Y -^ a = o, 

4* a— pi^o, p — y — o, Y-+-» — o. 



SystèmeB de coniques bitangentes à deux coniques données. 

522. Soient y=o, /i =o les équations des deux coniques données. Les 

équations 

/-a«=o, /i-pî = o 

sont celles de deux coniques respectivement bitangentes aux deux premières; 
ces deux coniques coïncident, si l'on peut déterminer une constante k telle 
que 

ou 

/-A-/i^a«-X:P». 

Or a* — A:p« étant un produit de facteurs du premier degré, la con- 
stante — k est une racine de l'équation en X relative aux deux coniques. 
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D'après cela, soit Xf une racine de l'équation en X; de sorte que, en posant 

* = -x,, 

/+X,/, = P.Q; 
on a 

(a + p /zrx;) (a - p /iTx;) ^ PQ. 

Si l'on pose 
on devra poser aussi 

a _ p /-T, = -;!= , 

ce qui donne 

L'équation 
qui est identique, comme on s'en assure aisément, à celle-ci : 



^■-W'^-àh' 



représente une famille de coniques bitangentes aux deux coniques données. 
Cette équation peut s'écrire ainsi : 

4fi/- (Pfi-f-Q)*=--o 
ou 

On vérifie que Tenveloppe de cette famille de coniques a pour équation 

ou 

/(PQ -/) = o, 

c'est-à-dire 

//. = o. 

On obtient ainsi trois familles de coniques bitangentes aux deux coniques 
données. Par chaque point du plan, il passe deux coniques de la même 
famille. Ces coniques se confondent si le point donné est sur Tune des deux 
coniques^ ou /l. 

323. Application. — Si Ton rapporte un quadrilatère au triangle formé 
par ses diagonales, les équations des quatre côtés étant 

X di Y ±: Z = o. 
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on peut poser 

/, _ (X + Y)«- Z«, /,^ (X - Y)«~ Z«; 

on en conclut 

de sorte que, en posant 

- 2Y 

a-4- p --= aXv'fx, a — P^— > 

on obtient une équation de la forme 

(Xh-Y)«— Z«- /'xv/k-H-JiV^o 

ou 

X.(,-^) + Y«(i-i)=X«, 

I 
et, en posant 1 — |ji — -- , 

X* Y* 

c'est la forme trouvée déjà par d'autres méthodes. 



EXERCICES. 

1. Démontrer que les directrices d'une conique sont les sécantes communes 
à cette conique et aux polaires des points cycliques. En déduire l'équation 
du faisceau des directrices d'une conique. 

2. Trouver une conique D telle que la conique C soit à elle-même sa polaire 
réciproque par rapport à D. 

3. Montrer que, si deux coniques C, C sont polaires réciproques par rap- 
port à la conique D, il y a un triangle conjugué commun à ces trois coniques. 
Les coniques G et G' étant données, trouver la conique directrice D. 

4. On donne une conique et un cercle de centre fixe et de rayon variable; 
trouver le lieu des points d'intersection des sécantes communes. 

5. Former les équations de deux coniques de manière que l'équation en X 
ait des racines données. 

6. Déterminer les points d'intersection des coniques 

7. Lieu des points de concours des tangentes communes à une conique 
donnée et à tous les cercles qui rencontrent la conique en deux points donnés. 
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8. Lieu des points de concours des tangentes communes à une conique fixe 
et à toutes les coniques qui passent par quatre points fixes. 

9. Deux coniques ont un foyer commun ; par ce foyer, on mène une 
sécante et, par les points où cette sécante coupe les deux coniques, des tan- 
gentes à ces coniques; trouver le lieu du point de concours de ces tangentes. 

10. Deux ellipses ont un foyer commun ; Tune est fixe et l'autre tourne 
autour de ce foyer, i® Enveloppe de Tellipse mobile, 'i? Enveloppe d'une 
sécante commune. 3^ Lieu du point de concours des tangentes communes. 

il. Trouver la relation qui doit exister entre deux racines de l'équation 
en X relative à deux coniques pour qu'il y ait un triangle inscrit à l'une et 
circonscrit à l'autre. 

12. Même question, en remplaçant le triangle par un quadrilatère. 

13. Dans un faisceau ponctuel de coniques, il en existe, en général, une 
seule qui soit harmoniquement circonscrite à une conique donnée; s'il y en a 
deux, toutes le sont. Théorème corrélatif. 

14. Les cercles circonscrits aux triangles conjugués à une conique coupent 
orthogonalement le cercle orthoptique de cette conique. (Faure.) 

15. Le lieu des centres des coniques inscrites à un triangle pour lesquelles 
la somme des carrés des axes est constante est un cercle ayant pour centre 
l'orthocentre de ce triangle. (Stbiner.) 

16. Parmi les coniques d'un réseau tangentiel défini par l'équation 

h/i{u, V, w) -t- Xj/,(M, p, w) -h li/siu, V, w) = o, 

il y en a une infinité qui sont réduites à deux points; les droites joignant ces 
deux points enveloppent une courbe de troisième classe appelée Cayleyenne 
du réseau. Cette courbe est l'enveloppe des droites dont les pôles par rapport 
aux coniques du réseau sont en ligne droite. 

17. Propriétés corrélatives pour un réseau ponctuel. 

(Voir^ par exemple, pour les propriétés des réseaux, les Leçons sur les 
coordonnées tangentielles de M. G. Papelier.) 
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